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本 书 在 对 数字 信号 处 理 的 基本 理论 进行 分 析 的 基础 上 ， 对 各 类 
数 - 模 滤波 器 设计 、FFT 算法 及 其 实现 方法 ， 对 模拟 集成 电路 中 基本 
电路 单元 、 基 本 放大 器 和 多 级 放大 器 、 开 关 电 容 电 路 及 其 组 成 的 滤波 
器 和 Sigma - Delta 数据 转换 器 以 系统 分 析 的 方法 进行 了 介绍 。 

本 书 适合 于 从 事 集成 电路 设计 ， 特 别 是 模拟 集成 电路 设计 、 研 究 
的 科研 工作 人 员 或 企业 研发 人 员 参 考 ， 同 时 可 作为 该 专业 的 高 校本 科 
生 、 研 究 生 和 教师 的 参考 用 书 。 
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译 者 序 


现代 集成 电路 在 国防 科技 、 消 费 电 子 等 方面 起 到 非常 重要 的 作用 ， 高 性 能 、 和 
型 化 的 电子 系统 对 集成 电路 〈 芯 片 ) 的 依赖 性 越 来 越 高 。 集 成 电路 包括 制造 、 
件 、 设 计 与 测试 等 几 个 方面 其中， 集成 电路 设计 与 信号 处 理 方面 联系 紧密 ， 
此 ， 将 集成 电路 设计 与 信号 处 理 相关 理论 结合 起 来 进行 讨论 具有 重要 意义 。 

本 书 从 信号 处 理 的 角度 对 数字 -模拟 集成 电路 设计 中 的 主要 电路 进行 分 析 ， 
给 出 设计 思路 与 一 些 电 路 的 仿真 建 模 方法 。 介绍 了 数 - 模 滤波 器 、FFT 处 理 器 、 
算 放大 器 和 Sigma - Delta 数据 转换 器 等 基本 单元 的 设计 理论 及 设计 方法 ， 同 时 ， 
开关 电容 电路 和 集成 电路 工艺 有 一 定 的 介绍 。 读 者 可 以 通过 本 书 将 信号 处 理 基本 理 
论 及 其 在 集成 电路 设计 中 的 应 用 联系 起 来 ， 学 会 通过 系统 分 析 的 观点 来 解决 集成 电 
路 设计 中 的 一 些 问 题 。 

本 书 分 为 四 个 部 分 ， 总 共 17 章 内 容 ， 每 章节 的 具体 内 容 在 译 稿 中 前 言 部 分 进 
行 了 介绍 。 本 书 的 作者 为 毕业 于 维也纳 科技 大 学 的 胡 森 * 贝 赫 。 

本 书 翻译 工作 由 北方 工业 大 学 的 戴 澜 副教授 、 魏 淑 华 讲师 完成 ， 具 体 分 工 如 
下 : 魏 淑 华 完成 本 书 第 1 章 和 第 2 章 的 翻译 工作 ， 戴 澜 完 成 第 3 ~17 章 的 翻译 工 
作 ， 另 外 中 国 科学 院 微 电 子 研究 所 的 陈 钱 颖 博士 在 本 书 的 翻译 和 校对 过 程 中 提出 了 
不 少 的 意见 和 建议 ， 在 此 表示 感谢 ! 

本 书 的 翻译 和 编辑 出 版 工作 得 到 机 械 工 业 出 版 社 电 工 电子 分 社 编辑 江 婧 婧 女士 
和 她 的 同事 们 的 大 力 支持 和 帮助 ， 在 此 深 表 谢意 。 

由 于 译 者 的 水 平 有 限 ， 翻 译 中 难免 有 不 当 之 处 ， 欢 迎 广大 读者 提出 宝贵 的 修改 
意见 和 建议 。 
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精确 计算 : 获知 一 切 奥秘 的 指南 。 
阿美 斯 纸 草书 
一 本 古 埃 及 数学 纸 草 书 ， 公 元 前 1850 年 





2006 年 ， 澳 大 利 亚 还 在 庆祝 莫扎特 诞 展 250 周年 。 在 享受 庆典 的 同时 ， 我 在 
维也纳 科技 大 学 获得 了 两 个 学 位 : 一 个 是 数字 信号 处 理 方向 ; 另 一 个 是 应 用 于 开关 
电容 滤波 器 和 Sigma - Delta 数据 转换 器 设计 的 模拟 集成 电路 信号 处 理 方 向 。 这 两 个 
专业 是 如 此 互补 ， 让 我 产生 了 一 个 相当 有 吸引 力 的 想法 ， 写 一 本 结合 两 个 学 科 内 容 
的 书 。 随 着 想法 日 您 强烈 以 及 不 断 更 新 知识 内 容 ， 我 最 终 撰写 了 这 本 书 。 

这 本 书 的 宗旨 是 提供 一 种 关于 模拟 和 数字 信号 处 理 的 清晰 明了 并 且 统 一 的 设计 
方法 。 就 数字 系统 设计 来 说 ， 主 要 讨论 相对 高 级 的 加 法 器 、 乘 法 器 和 缓冲 器 设计 ; 
至 于 模拟 系统 ， 着 重点 在 于 介绍 包括 连续 时 间 和 数据 采样 电路 、 系 统 在 内 的 集成 电 
路 的 实现 ， 并 详细 到 章 体 管 级 的 电路 设计 。 本 书 全 面 介 绍 了 应 用 于 信号 处 理 的 模拟 
MOS 集成 电路 设计 理论 以 及 微 电 子 开关 电容 电路 的 设计 方法 ， 并 以 此 拓展 到 以 集 
成 Sigma - Delta 数据 转换 器 为 代表 的 混合 信号 处 理 器 。 在 这 些 知识 背景 下 ， 本 书 也 
讨论 了 亚 微米 级 和 深 亚 微米 级 集成 电路 在 超 高 频 方 面 的 设计 应 用 实现 。 最 后 ， 作 为 
分 析 和 解决 问题 的 有 效 辅助 工具 ， 本 书 也 介绍 了 MATLAB 的 相关 设计 应 用 。 

这 本 教材 适合 高 年 级 本 科 生 和 一 年 级 研究 生 以 及 专业 人 士 使 用 ， 同 时 提供 足够 
的 基础 材料 使 该 书 能 够 独立 使 用 。 这 本 书 分 为 四 部 分 。 

第 一 部 分 作为 综述 ， 包 含 一 个 章节 。 第 1 章 回顾 和 展望 了 信和 号 处 理 领 域 以 及 相 
关 学 科 ， 并 且 提 到 了 几 个 应 用 间 题 。 第 1 章 以 片上 系统 (SoC) 和 移动 通信 领域 的 
发 展 为 例 ， 揭 示 了 对 复杂 信号 处 理 系统 设计 所 需 掌握 的 海量 知识 同时 也 展现 了 模 
拟 系 统 和 数字 系统 之 间 的 互补 关系 。 

第 二 部 分 包括 8 章 内 容 ， 从 系统 级 和 电路 级 讲解 了 模拟 域 和 数字 域 的 信号 处 理 
技术 。 第 2 章 是 对 基础 概念 和 一 些 模拟 信号 系统 分 析 的 数学 工具 的 回顾 。 这 次 回顾 
可 以 看 作 是 对 于 模拟 信号 系统 基本 原理 的 一 个 全 面 的 概述 。 通 常 本 科 初 级 阶段 已 经 
涵盖 了 这 些 课 题 的 精华 ， 因 此 ， 讨 论 很 简洁 ， 这 些 材料 可 以 供 以 后 章节 参考 ， 并 且 
可 以 作为 一 个 短期 的 复习 课程 。 第 3 章 讨论 模拟 连续 时 间 滤 波 器 的 基本 理论 与 设计 
技术 。 这 些 知 识 本 身 就 很 重要 ， 也 和 所 有 类 型 的 滤波 器 的 设计 直接 相关 ， 其 中 包括 
数据 采样 类 型 滤波 器 ， 比 如 数字 滤波 器 和 开关 电容 滤波 器 。 这 些 滤 波 器 的 基本 工作 
原理 相同 ， 并 且 通 常情 况 下 模拟 连续 时 间 模 型 是 其 他 类 型 滤波 器 的 设计 基础 。 这 一 
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章 介绍 了 如 何 通 过 使 用 MATLAB 进行 模拟 滤波 器 设计 ， 该 工具 会 在 以 后 的 章节 被 
广泛 使 用 。 第 4 章 简 要 回顾 了 模拟 信号 向 数字 信号 转换 的 过 程 以 及 离散 信号 与 系统 
的 表示 。 这 应 该 作为 一 个 离散 信号 与 系统 分 析 基 础 的 补充 。 第 5 章 详细 讨论 数字 滤 
波 器 的 设计 技术 。 本 章 强调 了 两 点 : 首先 ， 注重 概念 的 组 织 和 设计 分 析 方 法 ; 其 次 
本 章 详细 介绍 了 如 何 利用 计算 机 辅助 设计 工具 MATLAB。 本 章 总 结 了 许多 通过 理论 
分 析 和 应 用 计算 机 辅助 设计 方法 的 例子 。 第 6 章 讨论 了 快速 佬 里 叶 变 换 (FFT) 算 
法 ， 同 时 介绍 了 离散 传 里 叶 变 换 及 其 特性 ， 并 讨论 了 FET 在 频谱 分 析 、 卷 积 、 相 
关 性 以 及 信和 号 滤波 方面 的 应 用 。 第 7 章 介绍 了 适用 于 随机 信号 的 概念 和 技术 ， 讨 论 
涵盖 了 模拟 和 数字 信和 号。 然而， 处 理 这 些 信号 的 系统 本 身 并 不 “随机 ”， 而 是 具有 
自身 的 “确定 性 ”。 第 8 章 论述 了 有 限 字 长 二 进 制 码 在 表示 不 同 数 量 数字 信号 处 理 
器 时 所 造成 的 影响 ， 并 研究 了 这 些 影响 造成 的 系统 性 能 下 降 ， 定 量 分 析 了 结果 误 
差 。 第 9 章 主 要 讨论 了 信号 处 理 中 的 一 个 核心 问题 : 在 接收 的 一 系列 噪声 信号 中 如 
何 估计 有 效 信号 ， 这 涉及 自 适应 滤波 领域 ， 该 领域 与 一 个 未 知 线性 系统 〈 过 程 ) 
的 行为 级 建 模 或 仿真 有 密切 关系 。 我 们 首先 讨论 了 线性 估算 和 建 模 的 原理 ， 接 着 讨 
论 了 如 何 将 这 些 原理 用 自 适应 算法 实现 。 

第 三 部 分 讨论 的 重点 是 与 信号 处 理 相关 的 模拟 MOS 集成 电路 。 第 10 章 是 对 
MOS 晶体 管 基础 知识 和 集成 电路 制造 技术 的 回顾 。 第 11 章 讨论 了 集成 电路 的 基础 
电路 模块 ， 如 放大 器 、 电 流 镜 和 负载 器 件 等 。 第 12 章 介绍 了 两 级 CMOS 运算 放大 
器 和 一 些 完整 的 实例 。 第 13 章 讨论 了 基于 Cu - C 电路 的 高 性 能 运算 放大 器 和 跨 导 
运算 放大 器 ， 同 时 介绍 了 超 高 频率 亚 微米 级 和 深 亚 微米 级 集成 电路 的 设计 应 用 。 第 
14 章 介绍 了 集成 电阻 、 电 容 和 开关 等 模拟 信号 处 理 系统 的 基础 模块 。 

第 四 部 分 主要 讨论 运用 开关 电容 和 混合 信号 〈 模 拟 和 数字 ) 电路 进行 信号 处 
理 系统 设计 的 方法 。 第 15 章 详细 介绍 了 微 电 子 开关 电容 滤波 器 的 设计 技术 。 这 些 
模拟 数据 采样 电路 已 经 确认 在 许多 应 用 中 可 以 蔡 代 数字 电路 。 此 外 ， 它 们 特别 适用 
于 在 数字 信号 处 理 中 采用 CMOS 集成 电路 技术 来 实现 应 用 ， 并 与 数字 电路 集成 在 同 
一 个 芯片 上 。 本 章 同 时 详细 讨论 了 理论 基础 和 实际 设计 应 该 考虑 的 因素 。 如 果 在 设 
计 的 早期 没有 认识 和 考虑 到 模拟 系统 中 电路 单元 的 非 理 想 性 ， 这 将 很 容易 导致 电路 
性 能 的 恶化 。 第 16 章 详 述 了 这 些 非 理想 因素 以 及 其 他 在 模拟 集成 电路 设计 中 应 该 
考虑 的 实际 问题 。 第 17 章 详细 讨论 了 一 类 有 指导 意义 的 信号 处 理 器 : Sigma - Delta 
数据 转换 器 。 本 章 首先 介绍 了 Sigma - Delta 数据 转换 器 中 模拟 和 数字 信号 处 理 的 理 
论 分 析 和 设计 所 需 的 知识 ,之 后 讨论 了 主要 的 分 析 和 计算 技术 。 因 此 ， 这 本 书 是 较 
为 理想 的 ， 因 为 它 尝试 着 把 两 个 领域 统一 在 一 个 体系 里 面 ， 并 且 它 所 采用 的 方法 也 
可 以 作为 一 个 有 效 方法 的 良好 例子 。 

本 书 在 适当 章节 讨论 了 电子 通信 和 领域 的 众多 应 用 。 主 要 包括 : 数据 传输 的 脉冲 
整形 网 络 ， 语 音 编 码 解码 器 中 的 开关 电容 滤波 器 ， 调 制 解 调 器 中 的 全 双向 数据 ， 卫 
星 语音 信号 传输 中 的 回音 消除 、 线 性 估计 、 系 统 建 模 和 自 适应 滤波 。 此 外 ， 在 最 后 
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一 章 对 Sigma - Delta 数据 转换 器 的 广泛 应 用 进行 介绍 ， 本 书 讨论 了 所 有 的 信号 处 理 
技术 (开关 电容 技术 ,数字 滤波 器 ， 抽 取 滤 滤器 ,快速 传 里 叶 变换 ， 模 拟 CMOS 
集成 电路 ) ， 这 些 技术 广泛 地 用 来 设计 以 模 - 数 转换 器 为 代表 的 混合 模式 处 理 
器 等 。 

最 后 非常 感谢 热情 、 专 业 的 亚 历 山 德 拉 ' 金 和 来 自 约翰 ' 威 利 父 子 出 版 公司 
( 奇 切 斯 特 ， 英 国 ) 的 利 北 . 温 格 特 易 力 协 助 我 完成 这 本 书 。 


胡 惠 ， 贝 赫 
准 也 纳 及 都 柏林 ，2012 
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科学 的 存在 ， 有 时 让 人 愉悦 有 时 让 人 厌烦 。 它 让 人 愉悦 的 是 它 给 重要 的 少数 人 
提供 了 驾驭 环境 的 能 力 ， 提 供 了 智慧 上 的 满足 感 ， 它 又 让 人 厌烦 ， 无 论 我 们 怎样 掩 
盖 事 实 ， 它 却 宿命 般 的 一 览 无 遗 。 这 一 方面 ， 它 限制 了 人 们 的 能 力 。 


伯 特 兰 . 罗素 
科学 是 否 是 迷信 ? (出 自 《 怀 疑 论 》) 


1 模拟 、 数 字 和 混合 信号 处 理 


1.1 ”数字 信号 处 理 


数字 信号 处 理 系统 的 广泛 应 用 归结 于 其 许多 优点 ， 包 括 可 靠 性 ， 可 重复 性 ， 高 
准确 度 ， 不 受 老 化 和 温度 的 影响 ， 成 本 低 ， 以 及 具有 高 效 的 计算 机 算法 。 另 外 ， 微 
电子 领域 " ”革命 性 的 特征 是 集成 度 的 不 断 提高 使 得 一 个 完整 的 系统 可 以 集成 在 单 
个 的 蕊 片上， 也 就 是 我 们 熟知 的 片上 系统 (SoC)"。 


1.2 摩尔 定律 和 “机 敏 ”技术 


集成 电路 可 以 追溯 到 1960 年 。 从 那 之 后 ， 一 个 芯片 上 器 件 的 数量 可 预测 性 地 
呈 每 年 翻 一 番 的 线性 增加 。 现 在 ， 数 以 百 万 计 的 晶体 管 集成 在 单个 芯片 上 已 经 实 
现 。 如 果 我 们 定义 一 个 像素 作为 一 个 芯片 制造 过 程 中 可 以 控制 的 最 小 尺寸 ， 那 么 这 
将 为 确定 设备 的 小 型 化 和 提高 单位 面积 上 芯片 数量 做 出 贡献 。 这 方面 的 贡献 会 受到 
A/S 规则 的 限制 ， 其 中 A 代表 芯片 的 面积 ，S 代表 像素 面积 。 随 着 发 展 的 继续 ， 一 
个 芯片 上 器 件 的 数量 增长 速度 超过 了 A/S。 这 个 额外 的 增长 是 来 自 于 开发 芯片 上 的 
空间 的 巧妙 技术 。 它 包括 形成 薄膜 电容 器 上 的 侧 孔 刻 蚀 在 一 个 芯片 内 部 而 不 是 表 
面 ， 包 括 在 制造 过 程 中 部 分 器 件 被 用 作 掩 膜 的 自 对 准 技术 。 接 下 来 是 线 宽 限制 了 芯 
片 的 尺寸 。 然 而 这 个 问题 ， 又 一 次 地 被 使 用 多 导线 层 的 高 超 技术 解决 了 。 


1.3 片上 系统 


这 是 一 个 由 专用 集成 电路 〈ASICs) 组 成 的 系统 。 例 如 单 片 电视 机 、 单 片 照相 
机 ， 尤 其 是 移动 通信 和 领域 不 断 出 现 的 新 一 代 和 集成 通信 系统 。 这 些 系统 在 同一 芯片 上 
包括 模拟 和 数字 部 分 ， 这 些 芯 片 目前 主要 采用 CMOS 或 者 BiCMOS 工艺 。 这 些 芯 片 
的 大 多 数 功能 都 是 由 数字 信号 处 理 电路 来 实现 的 。 然 而 ， 模 拟 电路 也 需要 用 来 作为 
连接 系统 与 真实 世界 的 接口 ， 因 为 现实 世界 是 模拟 的 。 图 1. 1 是 一 个 典型 的 SoC 系 
统 ， 包 含 徐 人 式 数 字 信 号 处 理 器 ， 般 和 人 式 存 储 器 ， 可 重 构 逻 辑 和 用 作 与 外 界 接口 的 
模拟 电路 。 

具有 低 功 耗 设计 要 求 的 信号 处 理 系 统 设计 是 一 个 重要 的 研究 领域 ， 该 领域 
中 高 速 、 高 集成 度 的 需求 促使 设计 技术 和 高 超 电 路 设计 得 以 快速 的 发 展 "* 。 
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图 1.1 片上 系统 (SoC) 


1.4 模拟 和 混合 信号 处 理 


鉴于 数字 滤波 器 的 优点 ， 数 字 滤 波 器 取代 模拟 滤波 器 的 趋势 是 可 以 理解 的 ， 然 
而 ， 处 理 器 的 有 些 功 能 仍然 采用 模拟 的 技术 所 ， 如 下 所 示 : 

(a) 在 系统 的 输入 端 ， 来自 传感器 、 扩 音 器 、 天 线 或 者 电缆 的 信号 ， 经 过 接 
收 、 放 大 、 滤 波 等 信号 处 理 过 程 ， 使 信号 达到 合适 的 信 噪 比 及 低 失真 数字 化 水 平 。 
在 这 里 ， 我 们 需要 低 噪 声 放 大 器 (LNAs) 、 可 变 增 益 放 大 器 (VGAs) 、 滤 波 器 、 振 
荡 器 和 混 频 器 ， 具 有 如 下 应 用 : 

e 数据 终端 设备 和 生物 医学 仪器 

。 传感器 接口 ， 如 安全 气 吉 和 加 速 计 

e 通信 接收 机 ， 如 电话 或 电缆 调制 解 调 器 和 无 绳 电话 

(b) 在 信和 号 的 输出 端 ， 系 统 的 数字 信号 转换 为 模拟 信号 ， 信 号 强度 被 放大 并 
输出 ， 使 它 可 以 驱动 一 个 如 天 线 或 低 失 真 扬声器 的 外 部 负载 。 在 这 里 我 们 还 需要 组 
冲 器 、 滤 波 器 、 振 荡 器 以 及 混 频 器 ， 应 用 如 下 : 

。 通信 发 射 机 

e 音频 和 视频 设备 ， 如 CD、SACD、DVD 和 Blueray 

e 扬声器 

e 电视 

。 电脑 显示 器 

e 助听器 

(ce) 模拟 模块 和 数字 模块 之 间 的 接口 也 需要 混合 信号 电路 。 这 些 包 括 信和 号 采 
样 和 用 于 信号 采样 的 保持 电路 ， 模 - 数 转 换 器 以 及 用 于 信号 重建 的 数 - 模 转 换 器 。 
这 些 都 属于 混合 信号 电路 范畴 。 

(d) 以 上 所 讨论 的 集成 电路 都 需要 稳定 的 参考 电压 来 维持 工作 ， 这 些 参考 源 
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包括 模拟 电压 和 电流 源 以 及 晶体 振荡 器 。 

图 1. 2 以 移动 电话 /蓝牙 接收 器 的 模块 框图 说 明了 以 上 讨论 的 知识 点 1。 这 里 
强调 了 一 个 事实 ,模拟 和 数字 电路 运用 CMOS 技术 可 共存 于 同一 芯片 ， 并 且 可 以 将 
模拟 和 数字 信和 号 处 理 联系 起 来 。 





图 1.2 移动 电话 /蓝牙 接收 器 的 模拟 和 数字 模块 


1.5 知识 架构 


对 于 片上 系统 的 设计 我 们 需要 哪些 知识 呢 ? 我 们 的 知识 架构 必须 包括 以 下 
内 容 : 

1. 时 域 和 频 域 内 的 模拟 和 数字 信号 描述 方法 。 

2. 信和 号 处 理 系统 的 描述 方法 ， 包 含 模拟 和 数字 系统 两 方面 。 

3. 模拟 电路 的 设计 技术 ， 如 放大 器 、 积 分 器 、 微 分 器 ， 更 重要 的 是 滤波 器 设 
计 中 必须 考虑 非 理想 因素 。 

4. 采用 CMOS 技术 的 模拟 集成 电路 设计 。 

5. 考虑 数字 处 理 器 中 固有 的 有 限 字 长 字 效 应 的 数字 滤波 器 设计 技术 。 

6. 由 于 随机 信和 号 需要 特殊 的 描述 和 处 理 方法 ， 这 促使 了 自 适应 滤波 器 学 科 的 
产生 ， 以 及 与 其 相关 的 技术 : 线性 预测 、 估 算 和 系统 建 模 也 是 至 关 重要 的 。 

7. 采用 开关 电容 技术 的 现代 离散 时 间 滤 波 器 设计 技术 ， 因 为 该 技术 特别 适合 
使 用 VLSI 技术 来 实现 。 

8. 作为 系统 中 数字 和 模拟 模块 接口 的 模 - 数 转 换 器 和 数 - 模 转 换 器 设计 技术 。 

本 书 的 目的 是 对 上 述 内 容 进行 详细 介绍 。 为 了 便于 数值 计算 ， 并 进行 系统 响应 
研究 和 系统 性 能 评估 ， 我 们 需要 一 个 功能 强大 的 软件 。MATLAB 是 一 个 不 错 的 选 
择 ， 本 书 中 将 介绍 其 应 用 实例 。 


ET 


和 数字 信号 处 理 


它 在 教学 中 是 非常 可 取 的 ， 不 仅仅 是 为 了 告诉 学 生 定理 的 准确 性 ， 也 要 告诉 他 
们 ， 在 所 有 可 能 的 方法 中 ， 这 种 方法 是 最 完美 的 。 





伯 特 兰 ， 罗素 
《数学 原理 》 


2 模拟 连续 时 间 信 号 系统 


2.1 绪论 


本 章 主要 回顾 了 模拟 信号 和 系统 分 析 中 的 基本 概念 和 数学 工具 。 本 章 可 作为 模 
拟 信号 与 系统 的 基本 原理 概述 。 本 科 初 级 到 高 级 阶段 的 课程 已 经 基本 覆盖 了 这 些 课 
题 。 因 此 这 些 讨论 非常 简洁 ， 并 且 这 些 材料 可 以 作为 后 续 章 节 的 参考 和 简短 的 复习 
课程 材料 。 


2.2 信号 分 析 中 的 傅 里 叶 级 数 和 函数 逼近 


2.2.1 定义 


一 个 信号 x) 定 义 域 为 [ -1，1] ， 并 且 满 足 一 般 性 条 件 ， 可 以 表示 为 一 系列 
正弦 函数 或 者 余弦 函数 的 和 : 


成 2 过 + > [eeos( 乞 ns)+ busin( “2)] (2 1Y 
其 中 公式 中 系数 为 
= ou = 了 工 | flx) eos( (3)ax k = 0,1,2,.… (2. 2a) 
b= f(x)sin( (2)as h = 1,2,3," (2. 2b) 
进行 符号 简化 ， 令 
we (2.3) 
TT 
因此 ， 当 信号 函数 的 定义 域 为 [ -站 ，T] 时 ， 级 数 变 为 
f(0) = 浊 十 > (arcosk0 + b,sinkg) (2.4) 
同时 
= 二 | Ce)eoskeag (2. 5a) 


= 全 | 6)sintbdb (2.5b) 
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或 者 写成 
f0) = P+ + nt (2.6) 
或 
f(0) = 全 + Ddisin( 0 + i) (2;7) 
此 时 - 
Wi = +m (2.8) 
di = (ax + b4) (2.9) 
同时 
qb: = -tan™ (bi/a;) (2. 10) 


如 果 信 号 是 周期 性 的 ， 所 有 的 取 值 范围 都 能 有 效 表 示 。 如 果 信 和 号 函数 是 非 周期 
的 ， 只 能 在 [ -1, 1] 或 者 [ -T，T] 内 有 效 表示 。 


2.2.2 时 域 和 离散 频 域 
如 果 信 号 是 时 间 的 函数 ， 如 图 2. 1 所 示 ， 表 达 式 为 


A = 十 py (arcoskwot + bsinkwot) (2. 11) 
a 772 
BW 己 有 Ci) coskwotdt (2. 12a) 
2 产 2 
b, = -WW f(t) sinkwotdt (2. 12b) 


f(D ] fn) ] 
0 t 0 t 





图 2.1 时 间 函 数 信 号 


这 里 
w= dn (2. 133 
式 中 ，7 为 其 周期 ; wo 为 基 波 角 频 率 。 
一 种 采用 指数 信号 表示 的 复数 傅 里 叶 级 数 为 
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MD) = pt (2. 14) 
此 时 i 
c = | fl0) exp( ~ jkg) do (2.15) 
对 于 时 间 函 数 ， 可 表示 为 
f(t) = Eexp (ikont) (2.16) 
此 时 
co = 二 [| ft) expl -i(25h/T)+] dt (2.17) 
或 者 
ck = 基站 A exp( - jkwot) dt (2. 18) 


这 一 组 系数 表示 了 该 信号 的 频 域 特 性 。 振 幅 系数 表示 幅度 频谱 大 小 ， 相 位 系数 
表示 相位 频谱 。 对 于 一 个 周期 信号 ， 从 这 些 系数 中 就 可 以 得 到 该 信号 的 线性 频谱 ， 
并 得 到 信号 的 频 域内 表示 。 


2.2.3 卷 积 
两 个 信号 (0) 和 (9) 的 卷 积 表示 为 


元 [Fe -Why) dy = ,之 cedtexp(jkb) (2.19) 


如 果 9=wot, 并 且 fi(t) 和 天 (1) 是 周期 为 7=2m/wo 的 周期 函数 ， 那 么 卷 积 关 
系 变 为 
Bf fs -rr)dr = Bodiexp( jot) (2.20) 
同时 ， 复 数 传 里 叶 级 数 卷 积 的 系数 与 单个 信号 序列 中 的 系数 是 一 一 对 应 的 。 
2.2.4 帕 斯 瓦 尔 定理 与 功率 谱 


帕 斯 瓦 尔 定理 指出 信号 的 平均 功率 与 健 里 叶 级 数 振幅 系数 的 二 次 方 和 之 间 的 关 
系 ， 表 示 为 


之 1 el = GORE: (2,21) 


复数 传 里 叶 级 数 的 幅 频 系数 的 二 次 方 称 为 功率 谱 振幅 ， 随 频率 变化 的 功率 谱 振 
幅 图 称 之 为 功率 谱 。 


2.2.5 吉 布 斯 现象 
由 一 个 截 短 的 有 限 长 传 里 叶 级 数 来 近似 健 里 叶 级 数 表 示 的 原 函 数 ， 将 会 在 原 函 
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数 与 截 短 后 有 限 长 傅 里 叶 级 数 之 间 产 生 均 方 误差 。 如 果 函 数 越 平 滑 ， 那 么 级 数 就 越 
快 收敛 到 相应 的 函数 。 如 果 函 数 不 连 续 ， 如 图 2. 2 所 示 的 函数 ， 在 不 连续 区 域 会 产 
生 一 个 固定 的 误差 ， 并 且 不 随 着 逼近 序列 项 数 的 上 升 而 降低 ， 这 种 现象 称 为 吉 布 斯 
现象 。 如 图 2. 2 所 示 为 信号 近似 表示 出 的 截 短 后 的 傅 里 时 级 数 及 ,(9) ， 如 图 2.3 所 
示 是 式 (2. 14) 中 只 选择 前 n 组 级 数 时 的 情况 。 


HO) 


1 


= 一 60 0 00 天 0 
图 2.2 一 个 不 连续 信号 





cg 


-x - 季 0 
c)n=5 


图 2.3 图 2.2 所 示 信 号 的 傅 里 时 近似 ， 其 中 9 都 为 r/2 


tb 上 3 
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2.2.6 窗口 函数 


利用 窗口 函数 改进 后 的 傅 里 时 级 数 可 以 提高 不 连续 级 数 的 收敛 性 。 根 据 下 式 得 
到 新 的 系数 : 


d; = Wick (2. 22) 
以 下 是 常用 的 窗口 函数 : 

(1) 费 杰 窗 
wi: =1 —hk/n (2.23) 

(2) 兰 索 斯 窗 
网 i - (2. 24) 

(3) 冯 汉 宁 窗 
w: =0.5[1 +cos(km/n)] (2.25) 

(4) 汉 明 窗 
w; =0.54 +0. 46cos( kr/n) (2. 26) 

(5) 饥 瑟 窗 


_h{B[1 — (p/n)*1"| 


wi (8) (2.27) 
” 式 中 ，1(x) 为 第 一 类 零 阶 贝 塞 尔 函 数 ， 截 短 级 数 变 为 
Ss. 0) = S iCkexp( jk0 

(9) pA crexp(jk0) 机 


= Ddiexp(jk9) 
2.3 ” 傅 里 叶 变 换 与 基本 信号 


2.3.1 定义 与 性 质 


时 间 函 数 的 健 里 叶 变 换 可 以 给 出 这 个 函数 的 频 域 特性 '""””!。 其 中 时 域 和 频 域 
的 关系 如 下 : 


F(w) = [ft) exp( — jwt) dt (2. 29) 
ft) = 元 | .Fo)exp(jot) do (2.30) 
F(w) =S[f(:)] (2.31) 

f(t) =3-1[F(w)] (2. 32) 


并 且 符 号 
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f(i) oF(w) (2.33) 
用 来 表示 f(t) 和 F(w) 组 成 的 一 个 仁 里 叶 变 换 对 。 
f(i) 的 仿 里 叶 变 换 F(w) 是 关于 ww 的 复 函 数 ， 因 此 我 们 可 以 写 为 
Fl(w) =1F(w) lexpLj$(w)] (2. 34) 
这 里 w 是 连续 的 频率 变量 。 这 意味 着 一 个 1F(w) 1 于 w 给 出 了 (连续 的 ) 振幅 谱 ， 
F(w) 于 w 给 出 了 (连续 的 ) 相位 谱 。 


傅 里 叶 变换 的 基本 性 质 如 下 : 
(1) 对 称 性 
F( +t)2nf( Tw) (2.35) 
(2) 共 恩 对 
Fo) =P*( -wm) (2.36) 
(3) 线性 
afi(i) +bp(t)raF(w) +bF,(w) (2..37) 
这 里 a 和 bb 都 是 任意 常数 。 
(4) 尺度 变换 特性 
fm) tir(e) (2. 38) 
(5) 时 移 特 性 
f(ti -a)rexp( -jaw) Fw) (2. 39) 
(6) 频 移 特性 
fl(i)exp( +jwo0t) OF(wwo) (2. 40) 
(7) 调制 
HiD)eoswotc 二 [PCo -oo) +F(w+wo)] (2.41) 
该 性 质 图 解 如 图 2.4 所 示 。 
(8) 频率 的 微分 性 质 
( -i)AD) oT (2.42) 
其 中 
fi(t) Fi(w) 
f(D oF,(w) (2.43) 
定义 两 个 信号 在 时 域 上 的 卷 积 为 
f(D #flt) ES [fl -nhlr) dr (2.44) 
或 者 写作 


fi * 户 (全 [Ai(r) 坟 GE-)dr (2. 45a) 


12 信号 处 理 与 集成 电路 








图 2.4 
a) 脉冲 信号 b) 频谱 c) 调制 后 的 脉冲 信号 d) 调制 信号 的 频谱 


之 后 得 到 

fi(t) #f(t) HF (w)F,(w) (2.45b) 
也 就 是 说 ， 两 个 信号 的 卷 积 的 傅 里 叶 变换 等 于 两 个 信号 各 自 傅 里 叶 变换 的 乘积 。 两 
个 信号 在 频 域 的 卷 积 等 于 这 两 个 信号 在 时 域 里 的 乘积 ， 表 达 式 如 下 : 


f(D IF (ow) EC) (2. 46) 

这 里 
Fi(w) * Flw) S|, Fl)F,(w -hp) dy Pe 

= [Fw -p)F(p) dp 
2.3.2 帕 斯 瓦尔 定理 与 能 量 谱 
一 个 信号 的 能 量 密度 谱 (或 能 量 谱 ) 等 于 其 傅 里 时 变换 的 模 的 二 次 方 

Btw) Sl1E(Co)P (2.48) 

因此 
= Eo)d0 = 三 IDPd (2.49) 


这 就 是 帕 斯 瓦 尔 定理 ， 它 证 明了 时 域 上 的 能 量 和 频 域 上 的 能 量 是 相等 的 。 如 果 式 
(2.49) 中 积分 是 存在 的 ， 那么 这 些 信号 称 为 有 限 能 量 信号 。 


2.3.3 相关 函数 
一 个 信号 自 相 关 的 定义 是 
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pa(7) = | A + 7) dr (2.50) 
对 一 个 有 限 能 量 信号 ， 自 相关 和 能 量 谱 可 以 组 成 一 个 傅 里 叶 变 换 对 : 
py(T)E[Lw] (2.51) 
对 于 两 个 有 限 能 量 信号 ， 互 相关 被 定义 为 
pa(T) = [AWel + 7)di (2.52) 
这 两 个 信号 的 互相 关 能 量 谱 为 
s[p (7)] =F° (w)C(w) = 已 (wo) (2. 53) 


这 就 是 互相 关 的 传 里 叶 变换 ， 用 来 衡量 两 个 信号 的 相似 关系 。 
2.3.4 单位 脉冲 与 基本 信号 


唯一 符合 脉冲 信号 和 不 连续 的 变换 理论 的 方法 是 利用 分 布 理 论 或 广义 函数 。 一 
个 分 布 函数 或 者 广义 函数 D(t) 是 与 任意 函数 (5) 相 结合 的 过 程 ， 凤 是 与 这 个 函数 
有 关 的 数 。 这 个 数 一 般 写成 积分 的 形式 


Vl$(D)} = [D8 (2.54) 


实际 上 ， 分 布 函数 D(i) 是 结合 过 程 中 与 由 30 
(t) 有 关 的 其 他 数量 。 
单位 脉冲 或 者 迪 拉 克 6 函数 如 图 2. 5 
所 示 ， 并 且 分 布 函数 ( 见 图 2.6) 定义 为 


[828 d = $0) (2.55) 


单位 脉冲 与 其 他 函数 的 积分 可 以 给 出 函数 : 
在 t=0 时 的 值 。 单 位 脉冲 的 基本 性 质 如 下 : 图 2.5 迪 拉 克 8 函数 或 单位 脉冲 

8(at) = 计 5() (2.56) 

6(t) =6( 一 1 (C237) 

6(1) 1 (2. 58) 


je sDdr= pO) 
a 
$(0) 


0 1 0 1 
a) b) 


图 2.6 单位 脉冲 的 分 布 函数 
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因此 ， 单 位 脉冲 的 传 里 叶 变换 是 统一 的 。 


[ $(7) [Sn]ar = (1)"d 9) (2.59) 
bs dr dr | 
g(t)6(t -a) =g(a)6(t -a) 〈2. 60 ) 
5(D) = (2.61) 
这 里 u(t) 是 单位 阶 跃 函 数 。 


2.3.5 冲 激 响应 与 系统 函数 


系统 函数 是 状态 响应 的 傅 里 叶 变 换 与 激 A 
励 的 仁 里 叶 变 换 之 比 ( 见 图 2.7)。 线性 时 不 变 系统 全 
系统 函数 H(jw) 是 系统 冲 激 响应 h(t) 的 


仿 里 叶 变 换 ， 也 就 是 说 一 个 激励 对 应 一 个 单 。 图。 个 线性 系 统 的 激 矶 太 ) 和 
位 脉冲 响应 。 eae 

因果 信号 是 当时 间 是 负 值 域 时 ， 值 是 
零 ， 一 个 因果 系统 就 是 系统 的 冲 激 响应 是 一 个 因果 信号 的 系统 。 

非 周期 性 脉冲 序列 的 傅 里 叶 变换 是 另外 一 组 脉冲 序列 ， 如 下 所 示 


> 5( -7)+>ao w booed (2. 62) 
大 = 一 中 大 = 一 中 
2.3.6 周期 信号 
周期 沙 数 的 侍 里 叶 变 换 ， 如 图 2. 8 所 示 ， 是 无 限 等 距 脉 冲 序列 ， 表 示 为 


nl) = iw 到 克成 站 = (2.63) 
k=-%” 
这 里 F(kwo) 是 f(t) 的 关于 ja 离散 传 里 时 变换 集合 
F(kwo) = [FC exp( — jkwot) dt (2.64) 


2.3.7 不 确定 性 原理 


这 个 原理 写作 
AiAw 三 开 (2. 65) 
说 明 信 和 号 的 持续 时 间 A(i) 和 它 的 带宽 A(w) 不 可 能 同时 很 小 ， 所 以 持续 时 间 越 短 
带宽 就 越 大 ， 反 之 亦 然 。 例 如 ， 单 位 脉冲 ， 仅 在 一 个 具体 的 点 上 存在 ， 具 有 无 限 带 
宽 。 当 然 了 天 是 一 个 定 值 ， 它 取决 于 定义 或 者 持续 时 间 和 带宽 的 关系 。 
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2.4 拉 普 拉 斯 变换 与 模拟 系统 


2.4.1 复 频 


一 个 时 间 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 是 一 个 复 频 变量 的 函数 。 这 种 变换 通过 积分 来 定 
义 ， 即 


psy = EE = [ft)exp( -st)dt (2.66) 
这 里 的 * 是 复 频 变 量 ， 代 替 了 有 限 傅 里 叶 变 量 jw， 即 
Ss=0+]jw (2.67) 


定义 一 个 复 频 的 * 域 如 图 2.9 所 示 。 


Pu 





-7T -a/2 0 a/2 TT t 
a) 
Fo(w) 


CO 
b) 9 


Cx (Kwo ) 


© 
8 


图 2.8 
a) 矩形 脉冲 的 非 周期 性 序列 b) 脉冲 序列 的 频谱 c) 傅 里 叶 系数 序列 的 频谱 
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2.4.2 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 





堪 半 平面 右 半 平 面 
拉 普 拉 斯 变换 的 基本 性 质 如 下 ; 
(1) 线性 是 所 有 积分 变换 具有 的 基本 性 质 
并 且 如 果 0 o 
LL£C#)] =F.,(s) 让 二 2 
(2. 68a) 
有 
| Ee Pls “ 
[名 :CD ) A (3) 图 2.9 复 频 的 s 域 
(2. 68b) 
这 里 a,(i=1,，2,…，n) 是 任意 常数 。 
(2) 尺度 变换 
LLf( et)] = 二 F(sval (2. 69) 
(3) 时 域 微 分 
L[f (1)]=S"F(S) -SRKO-) -SC ) -7(0-) (2.70) 
这 里 1 "为 nn 阶 导数 。 
(4) 时 域 积 分 
L([ fr)ar) = 二 (2.71) 
(5) 频 域 微分 
Z[ -f(t)] = (有 
(6) 频 域 积分 
[FCs)as s iA2] (2.73) 
(7) 时 域 平移 
L[f(i -a)u(i—-a)]=exp( -aS)F(S) (2.74) 
这 里 的 w(x) 是 单位 阶 跃 函数 。 
(8) 频 域 平移 
L[exp(at)f(t)] =F(S—a) {2:73) 
两 个 信号 的 卷 积 定 义 是 
f(D #flt) EAC- nA)dr 
(2.76) 


= {fil -Thr)dr 
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卷 积 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 可 以 表示 为 两 个 独立 信号 拉 普 拉 斯 变换 的 乘积 ， 表示 

如 下 : 
ZLA (CD #f(t)] =F(s)F,(s) (2.77) 

有 理 函 数 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 可 以 通过 将 函数 表示 为 部 分 分 式 之 和 ， 以 部 分 简单 
函数 的 逆 求 和 得 到 。 表 2. 1 给 出 了 一 些 拉 普 拉 斯 变换 对 。 

一 个 函数 的 时 域 和 频 域 之 间 的 相互 关系 在 信号 系统 分 析 与 设计 中 具有 重要 的 意义 。 

拉 普 拉 斯 变换 能 将 一 个 常 系数 线性 微分 方程 变换 为 线性 代数 方程 ， 求 解 将 变 得 
很 容易 。 所 需 变 量 经 过 反 拉 普 拉 斯 变换 ， 又 可 以 变换 回 时 域 中 。 因 此 ， 在 线性 网 络 
与 系统 分 析 中 ， 拉 普 拉 斯 变换 是 一 个 非常 理想 的 分 析 方法 ， 因 为 这 些 系统 在 时 域 中 
通常 采用 包含 时 间 变 量 的 微分 方程 来 进行 描述 。 


2.4.3 系统 函数 


一 个 线性 时 不 变 系统 ， 如 图 2. 10 所 示 ， 由 一 个 具有 常 系数 的 线性 微分 方程 
表示 。 


a 双全 到 避让 (2.78 ) 
8 dt” dt 
同时 
LLf(1)] =F(s) 
Llg(i)]=G(s) (2.79) 
变换 后 的 式 (2.78) 使 得 F(s) 和 G(s) 之 间 具 有 代数 关系 ， 即 
Qns"F(s) +a is  F(s) +:** +aisF(s) +aoF(s) 


=b,s"G(s) +b, 1s" G(s) +*** +bsG(s) +b0G(s) (2. 80) 
或 者 
(as Fars™ + +as+ao)F(s) =(b,s" +b,1s" + +bis+bo)G(s) 
(2. 81) 
可 得 
m m=1 
定义 系统 函数 了 H(s) 为 


_G(s) /ans™ +an1s” + +Q1s+ao 

Ws ~ F(s) =| bs" +b,_1s" + +bs+bo ) 

我 们 得 到 一 个 关于 复 频 * 的 实 有 理 函 数 ， 因 此 H(s) 是 两 个 多 项 式 的 实 常 数 系 
数 的 比值 。 


冲 激 响应 h(t) 和 系统 函数 玉 (s) 组 成 一 个 拉 普 拉 斯 变换 对 。 


(2. 83) 
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如 果 系 统 函 数 的 所 有 极点 都 分 布 在 左 半 平 面 和 虚 轴 (这 种 情况 不 多 ) 上 ， 那 
么 这 个 系统 基本 上 是 稳定 的 。 严 格 意义 上 的 稳定 系统 是 所 有 的 极点 都 在 左 半 平 面 


上 ， 也 就 是 说 不 包括 虚 轴 。 
表 2.1 一 些 拉 普 拉 斯 变换 对 











f(t) F(s) 
f "(1) sF(s) -/(0- ) 
Rn se s"F(s) - ee) 
An) dr Ls) 
5 
(0)"fn) SF(s) 
f(t-a)u(t—a) e-“F(s) 
ef(z) F(s-a) 
1 
w(t) 
6(t) 1 
8 (1) = gs" 
1 
° 
t"(n an integer) a 
-of = 
. sta 
s wo 
sinewot i 
Coswot ee] + 
sinhBt 产 - 记 
coshB: 元 - 订 
1 -12 (m/s) 
T(k+1) 
st+l 


此 (大 may not be an integer) 


如 果 一 个 有 理 多 项 式 的 所 有 零点 都 在 包 
括 虚 轴 的 封闭 的 左 半 平 面 ， 那 么 该 多 项 式 称 
为 赫 维 效 多 项 式 。 严 格 意义 上 的 赫 维 兹 多 项 
式 不 包括 虚 轴 上 的 零点 。 一 个 广义 稳定 系统 
的 传输 函数 的 分 母 是 一 个 赫 维 兹 多 项 式 。 严 





2.10 一 个 线性 系统 


2 模拟 连续 时 间 信 号 系统 19 








格 的 稳定 性 (有限 输入 一 有 限 输出 ) 需要 系统 函数 的 分 母 是 一 个 严格 的 赫 维 兹 多 
项 式 。 


2.5 基本 的 信号 处 理 电路 模块 


对 有 关系 统 激 励 和 响应 的 微分 方程 (2.78) 的 验证 ， 可 以 表示 为 以 下 三 个 基 
本 操作 ， 它 们 是 : 加 法 、 数 乘 以 及 微分 。 如 果 式 (2.78) 积分 次 (假设 n=m)， 
那么 这 些 等 式 又 可 以 看 作 是 : 加 法 、 数 乘 以 及 积分 。 每 一 个 基本 操作 都 可 以 如 图 
2. 11 所 示 ， 以 符号 来 表示 ， 它 们 可 以 被 看 作 是 基本 的 子 系统 和 基础 模块 。 把 它们 
独立 地 进行 考虑 ， 整 个 系统 的 行为 描述 如 式 (2.78) 所 示 ， 也 可 以 等 效 为 函数 
(2. 83) ， 用 这 些 基 本 的 电路 模块 来 进行 描述 。 


fi Fi(s) 
\ = \ 不 
VAN vy F,(s) 
时 域 频 域 
a) 
天 K 
f(D)—*0— 8 = KD F()—»(60—~ G(s) = KF (3) 
时 域 频 域 
b) 
d 
f0) 一 全 -~eo = YD ro 一 | s |—o® =sF(s) 
时 域 频 域 


©) 
五 
mm 一 -| 1 |"— gs(D) =Jf (dr ry—|$ |—o0 = ECs) 
时 域 频 域 


d) 
图 2. 11 基本 的 模拟 信号 处 理 模块 
a) 加 法 器 b) 乘法 器 “) 微分 器 d) 积分 器 


2.5.1 采用 运算 放大 器 电路 的 基本 模块 实现 


为 了 实现 图 2. 11 所 示 的 基础 模块 ,我 们 将 采用 基本 运算 放大 器 (Op Amp) 结 
构 的 有 源 电路 ， 如 图 2. 12 所 示 。 这 里 的 Z,(s) 和 2,(s) 是 任意 的 复 频 域 阻抗 。 假 设 
有 一 个 具有 足够 带宽 的 接近 理想 的 运算 放大 器 来 容纳 工作 频率 ， 我 们 让 这 个 电路 
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具有 
Vaals) = — (Za(s)/21(s) ) Vls) (2. 84) 

它 是 通过 对 具有 正弦 频率 阻抗 2 5 
(jo) 和 已 (jo) 的 运算 放大 器 电路 的 常见 
分 析 的 归纳 ， 然 后 延伸 得 到 复 频 下 的 情 ， 9 
况 。 如 图 2. 13 所 示 的 是 图 2. 12 中 反 相 “ 
器 的 一 种 特殊 电路 结构 。 该 电路 的 输出 
是 输入 的 负 值 。 当 图 2. 12 中 的 电路 后 再 = 
接 人 一 级 反 相 器 电路 〈 以 级 联 形式 相 
连 ) ,那么 整体 电路 的 输入 和 输出 的 关系 
与 式 (2. 84) 是 相同 的 ， 没 有 产生 负 信号 。 这 种 级 联 如 图 2. 14 所 示 。 


Von(s) 


图 2.12 基本 的 反 相 运算 放大 器 装置 


Vin(s) 


a) b) 


图 2. 13 
a) 反 相 器 : Op Amp 电路 b) 符号 表示 


2,(5) 





图 2. 14 转移 函数 有 (s) 的 实现 


如 图 2. 15 所 示 的 直接 非 反 相 放大 器 电路 传输 函数 如 下 : 
Vls) 本 Z,(S) 
= 到 (Ji Ca 

如 图 2. 15 所 示 的 一 个 特殊 情况 是 令 Z; =0 和 用 开 环 电路 取代 Z, 获得 的 ， 于 是 
有 了 如 图 2. 16 所 示 的 电压 跟随 器 或 者 单位 增益 缓冲 器 。 它 用 来 隔离 各 级 之 间 的 影 
响 ， 即 进行 连接 的 同时 防止 第 一 级 电流 对 第 二 级 电流 的 影响 。 
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乙 G 


Voas) 


Vin(s) 
汪 Vls) = Vs) 


图 2.15 非 反 相 运 算 放 大 器 装置 图 2.16 单位 增益 缓冲 器 或 者 电压 跟随 器 





现在 我 们 通过 基本 运算 放大 器 电路 来 认识 乘法 器 、 加 法 器 、 微 分 器 和 积分 器 ， 
讨论 如 下 : 


(1) 乘法 器 
在 时 域 中 我 们 需要 一 个 输入 -输出 关系 

g(t) = Kf(t) (2. 86a) 
这 里 天 是 一 个 常数 ， 对 其 进行 拉 普 拉 斯 变换 我 们 得 到 

G(s) =KF(s) (2. 86b) 
该 操作 可 以 使 用 图 2. 12 中 运算 放大 器 


来 实现 ，F(s) 和 G(s) 的 数量 是 由 电压 
V(s) 和 V.,(s) 决 定 的 。 分 别 地 来 看 ,我 们 vs 
把 Z, 和 2, 看 作 是 纯 电 阻 R, 和 R,。 这 样 就 有 VS) 
了 如 图 2. 17 所 示 的 电路 ， 有 


Was(9= - (V0) (2.87) 


并 且 ， 如 果 玉 是 正 值 ， 减 号 可 以 采用 一 个 反 
相 器 级 联 来 消除 。 

另外 如 图 2. 15 所 示 的 电路 图 ， 正 K (K>1) 可 以 用 2 =R, 和 2,=R, 表 示 ， 纯 
电阻 的 阻 值 可 以 根据 式 (2. 86) 和 式 (2. 87) 来 进行 选择 。 

(2) 加 法 器 

在 时 域 中 ， 这 个 基础 模块 将 信号 有 (i), (1) ，…， f(t) 进行 相 加 ， 得 到 输出 
g(t) 


图 2.17 乘法 器 ( 反 相 ) 


8(t) =fi(t) +h(t) + + (t) (2. 88a) 
或 者 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 
G(#) =F,(s) +F,(s) + +F,(s) (2. 88b) 


此 操作 可 以 采用 如 图 2. 18 所 示 的 运算 放大 器 电路 来 实现 ， 上 述 方程 的 变量 以 
电压 形式 进行 仿真 ， 可 以 得 到 : 
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Vs) = —R[Ri'V(s) +R;'V,(s) na +R-'V(s)] (2. 89) 


Vi(3) 
V,(s) 


Vi(s) 





图 2. 18 加 法 器 -乘法 器 ( 反 相 ) 


显然 地 ， 这 个 电路 可 以 分 别 实现 加 法 器 和 乘法 器 的 操作 。 我 们 需要 一 个 反 相 器 
来 消除 式 (2. 89) 里 的 负 号 。 为 了 直接 得 到 和 ， 我 们 让 R, =R, =… =R, =R。 

(3) 微分 器 (有 缩放 因子 ) 

对 于 如 图 2. 11c 所 示 操 作 我 们 需要 


g(t) =K MD (2. 90a) 
或 者 它 的 拉 普 拉 斯 变换 

G(s) =KsF(s) (2. 90b) 
此 操作 可 以 采用 如 图 2. 19 所 示 的 运 R 


算 放大 器 电路 进行 实现 ，2Z, 看 作 一 个 电 c 
容 C，2Z, 看 作 一 个 电阻 R。 因 此 图 2. 12 Wo- 
给 出 了 图 2. 19 的 微分 电路 ， 在 该 电路 中 Voul®) 
的 变量 F(s) 和 G(s) 可 由 电压 V(s) 和 
V,.(s) 模 拟 , 并 且 到 
Via(s) = -RCsVY, (s) (2.91) 图 2.19 微分 器 (缩放 因子 ) 

为 了 消除 符号 再 次 添加 一 个 反 相 器 。 如 果 需 要 归 一 化 ，RC 的 乘积 可 以 选择 为 
RC = 天 。 

(4) 积分 器 (有 缩放 因子 ) 

符号 形式 由 图 2. 11d 所 示 ， 在 时 域 中 将 输出 f(t) 和 输入 g(1) 联系 起 来 : 


g(t) = Kt) a (2. 92a) 
或 在 拉 普 拉 斯 变换 后 
G(s) = 大 人 人 (2. 92b) 


如 图 2. 12 所 示 电 路 ,其 中 ,2 看 作 一 个 电阻 R，2, 看 作 一 个 电容 C。 因 此 对 
于 电路 的 F(s) 和 G(s) 的 模拟 电压 分 别 为 V,(s) 和 VY。(s)， 我 们 可 以 得 到 图 2. 20 
的 积分 电路 ， 其 中 
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Vols) = ~ Rec Ves) (2.93) 


并 且 和 前 面 的 一 样 ， 消 除 负 号 可 以 在 输出 加 上 一 个 反 相 器 。 


C 


VinCs) 
Vea) 


2.20 积分 器 (缩放 因子 ) 


2.6 模拟 系统 函数 的 实现 


2.6.1 运算 放大 器 的 基本 原理 与 应 用 . 


现在 , 已 知 一 个 系统 函数 及 (s)， 目 前 我 们 希望 能 够 找到 一 个 函数 描述 的 功能 
框图 表示 各 模块 之 间 的 互 连 。 该 过 程 称 为 系统 仿真 或 系统 函数 的 实现 。 一 般 情况 
下 ， 考 虑 这 个 过 程 之 前 ， 首 先 将 其 表示 为 二 次 传输 函数 : 


bo +bis +b,s’ 


i s? a 
把 函数 写成 

H(s) =H,(s)H,(s) (2.95) 
这 里 

Hi(s) =b, +b,s +b,s’ (2:96) 
并 且 

a (2.97) 


1 +ais +a2s 
现在 ， 如 果 将 HH(s) 独 立地 看 作 是 一 个 具有 输入 F,(s) 和 输出 G,(s) 的 子 系统 的 传 
输 函数 ， 那 么 可 以 表示 为 
Gi(s) =(bo +bis+b2s )F(s) 
=boF,(s) +bisF(s) +b,s F,(s) 
可 以 直接 得 到 如 图 2. 21a 所 示 功 能 框图 实现 。 
相似 地 ， 如 果 钱 (s) 可 以 单独 地 看 作 是 一 个 具有 输入 F,(s) 和 输出 6,(s) 的 子 
系统 的 传输 函数 ， 那 么 同样 可 以 表示 为 
G(s) =H,(s)F,(s) (2.99) 


(2.98) 


或 者 
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G(s) = Fa(s) -a1sGa(s) -as Ga(s) (2. 100) 
这 些 可 以 直接 实现 功能 块 ， 如 图 2. 21b 所 示 。 
现在 ， 将 式 〈2. 95) 分 解 为 
二 


5) TFs) Fs) -FCs) 用 
因此 ， 如 果 第 二 级 的 输出 6,(s) 反 馈 到 第 一 级 的 输入 F(s) ,我 们 让 
G(s) =F,(s),F,(s) =F(s) ,Gi(s) = G(s) (2. 102) 
因此 
G(s) = (bo +bis+b,s’)G,(s) (2. 103) 
这 里 
G(s) =F(s) -aisG,(s) -as Ca(s) (2. 104) 
这 样 就 组 成 完整 的 二 阶 函数 ， 如 图 2. 21c 所 示 ， 两 个 子 系 统 共 用 一 个 微分 器 。 


sF1(s) SZF1(s) 





Fi(s) 


Fi(s) 


G2(s) 





Fi1(s) 





图 2.21 二 阶 系统 函数 的 实现 
a) 式 (2.96) 的 系统 实现 b) 式 (2.97) 的 系统 实现 c) 图 a) 和 图 b) 的 级 联系 统 的 实现 式 (2.94) 
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对 于 式 (2. 82) 所 描述 的 一 般 情况 也 可 以 采用 相同 的 方法 进行 处 理 。 因 此 一 
个 一 般 传 输 函数 可 以 表示 为 


Hs) _bo +bis+b,s: + +b,s" 





2. 105 
1 +als +a2s + +,s" 4 ) 


如 图 2. 22 所 示 。 如 果 HH(s) 的 分 子 级 数 小 于 分 母 级 数 ， 那 么 图 2. 22 中 的 乘法 
器 和 相应 的 路 径 将 被 删除 。 





图 2.22 式 (2.105) 的 系统 函数 实现 


从 传输 函数 式 (2. 105) 进行 分 析 也 是 可 以 的 ， 将 它 的 分 子 和 分 母 同时 除 以 
s"， 这 个 函数 就 可 以 表示 为 由 s” 组 成 的 两 个 多 项 式 的 比 ， 即 
b +b 1s bs 


H(s) = (2. 106) 


a tas_1s+as +8" 

那么 ， 这 种 实现 方式 就 可 以 用 积分 器 来 替代 微分 器 。 如 图 2.23 所 示 ， 从 实际 
观点 出 发 这 种 实现 方式 也 更 为 可 取 ， 因 为 积分 器 比 微分 器 更 适合 进行 函数 实现 ， 因 
而 在 实现 中 无 一 例外 的 都 选择 积分 器 进行 函数 实现 。 





图 2.23 式 (2.106) 的 系统 函数 实现 


无 论 是 图 2. 22 还 是 图 2. 23 的 实现 方式 都 称 为 系统 的 模拟 计算 仿真 。 乘 法 器 、 
加 法 器 、 微 分 器 和 积分 器 可 以 用 前 面 提 到 的 运算 放大 器 电路 进行 实现 。 
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传输 函数 式 (2. 105) 实现 的 一 个 替代 方法 具有 一 些 实际 的 优点 ， 现 将 函数 
H(s) 因 式 分 解 为 二 阶 函数 的 乘积 (对 于 奇 次 函数 还 应 该 包括 一 个 一 阶 的 函数 ) 。 


H(s) = ITA.Gs) (2. 107) 


这 样 ， 每 个 因子 都 可 以 独立 实现 ， 级 联 的 子 系统 连接 如 图 2. 24 所 示 。 每 一 个 
二 阶 子 系统 都 是 由 图 2. 22 中 的 一 般 形式 级 联 所 形成 (其 中 n=2)。 可 能 出 现 的 一 
阶 因 子 ， 则 是 通过 删除 同一 电路 中 对 应 于 $ 的 部 分 和 相应 的 路 径 所 得 到 的 。 当 然 ， 
这 种 方法 的 实现 是 假设 各 级 的 级 联 不 影响 各 子 系统 。 满 足 这 一 要 求 是 利用 了 缓冲 
器 ， 使 其 在 各 级 之 间 起 到 了 隔离 的 作用 。 然 而 ， 结 果 并 不 是 总 会 令 人 满意 的 ， 这 个 
理论 上 很 简单 的 方法 需要 进行 很 多 修改 以 保证 实际 上 的 有 效 实现 。 在 这 方面 ， 一 种 
更 适合 的 积分 器 实现 是 以 跨 导 运算 放大 器 (0TAs) 来 实现 的 。 


RE oo 


图 2.24 级 联 的 函数 实现 


2.6.2 运用 OTAs 和 6G，-C 电路 实现 积分 器 


一 个 理想 的 跨 导 运算 放大 器 是 具有 有 限 输入 和 输出 阻抗 的 压 控 电 流 源 王 ”1 。 
因此 关于 图 2. 25 有 
7out = Co 人 Vs —V,) (2. 108) 
在 这 里 6G, 是 跨 导 。 


ioutp 
Vinp O 二 Vinp OD 
Visn O Vim 加 

ioutn 


图 2.25 一 种 理想 的 跨 导 放大 器 


采用 这 个 基础 模块 ， 关 于 一 阶 单元 的 两 种 实现 方式 如 图 2. 26 和 图 2. 27 所 示 。 
前 者 的 传输 函数 为 
C 


1 
5 dE 
Bn) eV/Vh se "Te 


(2. 109) 
后 者 的 传输 函数 为 

GR 
1 + RCs 
它们 中 的 任意 一 个 都 可 以 用 来 实现 任意 一 个 一 阶 传输 函数 。 此 外 ， 一 个 简单 积分 器 
可 以 通过 移 除 图 2. 26 中 的 Co 电路 ， 或 者 通过 移 除 图 2. 27 的 电阻 RR 来 实现 ， 这 样 
就 可 以 得 到 一 个 积分 器 的 传输 函数 为 


H(s) = (2. 110) 
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2.26 采用 两 个 跨 导 器 和 一 个 电容 实现 的 一 阶 单元 : 一 个 Ce - C 电路 


图 2.27 ”一 种 蔡 代 的 采用 一 个 跨 导 器 、 一 个 电容 和 一 个 电阻 实现 的 一 阶 单元 


H(s) =C /Cs (2. 111) 
因此 ， 基 于 该 原则 ， 任 意 一 个 传输 函数 可 以 采用 上 述 的 任 一 积分 器 进行 实现 。 
如 果 采 用 图 2. 28 中 的 OTAs 来 实现 图 2. 26 的 跨 导 器 和 二 阶 传输 函数 ， 那 么 另 
一 种 可 行 的 实现 方式 是 将 一 阶 单元 进行 级 联 。 二 阶 单元 的 传输 函数 为 
Awo 


s+ (wo/Q0)s+w 


Ca _ /ulm ， /GC 2 
A C&G, ,Q = Com Co (2 113) 


H(s) = (2. 112) 


其 中 有 





图 2.28 一 种 二 阶 C。- C 电路 


在 滤波 器 的 设计 中 这 些 电 路 被 称 为 Co - C 电路 。 在 考虑 非 理想 因素 影响 下 ， 这 些 
电路 的 集成 电路 实现 将 在 信号 处 理 的 MOS 模拟 集成 电路 的 章节 中 讨论 。 在 滤波 器 
的 设计 中 ， 低 阶 单元 级 联 实现 高 阶 滤波 器 是 一 种 很 普遍 的 技术 。 


信号 处 理 与 集成 电路 








2.7 小 结 


这 一 章 可 以 看 作 是 对 模拟 信号 和 系统 分 析 基 础 的 简洁 回顾 ， 这 些 内 容 可 以 作为 
后 面 章节 的 参考 ， 或 者 作为 独立 阅读 的 章节 。 关 于 跨 导 运算 放大 器 的 讨论 ， 对 滤波 


器 设计 应 用 将 会 有 很 大 的 帮助 ， 特 别 是 在 采用 MOS 集成 电路 实现 滤波 器 设计 应 用 
中 是 非常 重要 的 。 


习 题 
2.1 计算 如 图 2. 29 中 每 个 信号 的 复数 和 正 余弦 传 里 时 级 数 。 


v(D) = lsin (FD) 








Vo sin (等 1) 


-7 -I 0 I 5 t 
2 2 
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ft) 





图 2.29 ( 续 ) 


2.2 计算 图 2. 30 中 所 示 信 号 的 传 里 叶 变 换 。 
f(t) 





图 2.30 
2.3 一 个 线性 系统 的 冲 激 响应 为 
h(t) =te u(t) 
如 果 激 励 信号 是 
f(t) =e "u(t) 
求 出 响应 信号 的 仁 里 叶 变换 。 


2.4 一 个 系统 的 传输 函数 如 下 


1 


HO 


30 


和 .5 


2.6 
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当 系 统 的 激励 信号 为 
f(t)=(1 -ee +e ™*)u(t) 
时 ， 求 出 响应 信号 g(t) 。 





验证 以 下 函数 的 广义 性 和 严格 稳定 性 
(a) 
_(s+1)(s—-2)(s+4) 
We +5 +2s+2 
(b) 
下 S 十 1 
Hs) s+s+s+l 
(ce) 
1 
HA) +2s +s 
(d) 
加 5 +25+3 
Hs) +s + +s 
(时 
3 
Ha 3 +4s +5s+2 
(f) 
H(s) = 了 


as +7s: +5s+4 
采用 全 积分 器 电路 或 C。 - C 电路 ， 通 过 直接 或 者 级 联 的 形式 实现 下 面 传输 函数 。 
(a) 
1 


H(s) = ra Olds 3 Mid ro Gar ti 
(b) 
H(s) ey 
s’ +4.49s5 +10. 103s’ +14.605s 
+14.606s’ +10.103s* +4.494s +1 
(ey 
H(s) a 
s+15s +105s’ +420s2 +945s +1 
(d) 
H(s) i 
+6s +15s+15 
(e) 
H(s) a 
0.5s4 +3s +4s2 +2s+1 


3 模拟 滤波 需 设 计 


3.1 绪论 


这 一 章 将 讨论 模拟 连续 时 间 滤 波 器 设计 的 一 般 理论 和 技术 '"“ 。 这 些 经 典 的 
设计 技术 具有 永恒 的 意义 。 它 们 本 身 就 很 重要 ， 并 且 和 所 有 类 型 滤波 器 设计 相关 ， 
包括 数据 采样 类 型 的 数字 和 开关 电容 滤波 器 。 这 是 因为 滤波 工作 时 根据 同一 个 原 
则 ,通常 地 ， 模 拟 连续 时 间 模 型 是 作为 其 他 类 型 滤波 器 设计 的 开端 。 以 往 繁杂 的 滤 
波 器 参数 计算 现在 可 以 通过 强大 的 软件 工具 非常 容易 的 进行 实现 。 因 此 这 章 包括 了 
详细 的 引导 和 一 些 采用 MATLAB 设计 模拟 滤波 器 及 响应 分 析 的 实例 。 本 章 涵盖 了 
在 电子 通信 方面 的 一 个 重要 应 用 : 即 应 用 于 数据 传输 的 脉冲 整形 滤波 器 设计 。 


3.2 理想 滤波 器 


一 个 系统 或 者 网 络 ， 如 图 3. 1 所 示 , 输入 为 (i) 并 且 输 出 为 g(t)。 采 用 侍 里 
叶 变 换 我 们 可 以 得 到 : 


f(t) oF (jw) (3.1) 
和 
g(t) oC(jw) 
系统 的 传输 函数 是 
i G(j 
H(jw) 2 (3.2) 


= IH(jw) lexp[ (jy (w)] 
这 里 18(jw)1 是 振幅 响应 ,yw(w) 是 相位 响应 。 如 果 一 个 系统 的 振幅 响应 在 一 
定 的 频带 内 是 常数 (统一 性 ) ， 并 且 在 这 些 频带 外 几乎 为 0， 那 么 该 系统 被 称 为 理 
想 滤波 器 。 此 外 ， 在 这 些 振幅 是 常数 的 频带 内 ， 相 位 是 w 的 线性 函数 。 四 种 基本 
类 型 的 理想 滤波 器 的 振幅 响应 如 图 3. 2 所 示 ， 分 别 为 低 通 滤 波 器 、 高 通 滤 波 器 、 带 
通 滤波 器 和 带 阻 滤波 器 。 理 想 低 通 滤 波 器 的 相位 响应 如 图 3. 2 所 示 ， 有 
Vw)= -kw lw|<wo (3.3) 
这 里 是 一 个 常数 。 
为 了 理解 为 什么 这 些 是 我 们 所 需 的 理想 滤波 器 特性 ， 考 虑 低 通 滤波 器 的 情况 ， 
其 传输 函数 为 
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=-j <lwls 
然后 
Gljw) =H(jw)F(jw) (3.5) 
因此 对 于 lw1 >w。，G(jw) =0， 在 通 带 (0< lwl <wo) 
Gljw) =exp( -jkw) F(jw) (3.6) 


取 上 述 式 (3.6) 的 健 里 叶 逆 变换 我 们 可 以 得 到 


eh G3) jo hl g() 
这 意味 着 输出 和 输入 完全 一 样 ， 但 是 有 固定 时 间 一 | 0 上 各 
天 的 延迟 。 因 此 ， 任 何 输入 信和 号 在 理想 的 滤波 器 通 带 


内 的 频谱 将 无 衰减 传输 并 且 无 相位 谱 失真 。 这 些 信号 图 3.1 一 个 输入 为 f(s) 并 且 

只 有 固定 的 时 间 延 迟 。 输出 为 g(t) 的 线性 系统 
理想 滤波 器 的 特性 不 能 运用 因果 传输 函数 来 得 

到 ， 必 须 采用 近似 的 办 法 。 我 们 重新 考虑 式 (3.4) 所 表示 的 理想 低 通 滤波 器 所 表 

达 的 函数 ， 就 能 很 清楚 地 理解 这 句 话 的 含义 。 


至 Go)l IHGo)! 
口 [一 
0 wo [2 0 wo 名 
a) b) 
IHGo)| IHGo) 
CO1 (3 w 0 CO1 Ca w 
c) d) 


图 3.2 理想 滤波 器 特性 
a) 低 通 滤波 器 b) 高 通 滤波 器 “) 带 通 滤波 器 d) 带 阻 滤波 器 


对 瑟 (jw) 进 行 傅 里 叶 逆 变换 我 们 可 以 得 到 理想 滤波 器 的 脉冲 响应 ， 即 
h(t) =S [H(ijw)] 
sinwo (it —k) 
光 T(t—k) 
如 图 3. 4 所 示 ， 显 然 时 间 为 负 时 输出 值 仍然 存在 ， 因 此 该 系统 是 非 因果 系统 ， 通 过 


(3. 8) 
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物理 器 件 是 难以 实现 的 。 —V(w) 
类 似 地 ， 对 于 一 个 理想 的 带 通 滤波 器 ,我 

们 需要 
H(jw) =exp( -jkw) wlw|<w, 


=0 
(3.9) 0 名 


基于 传 里 叶 道 变换 ， 得 到 所 需 滤波 器 的 脉 ” 图 3 3 理想 低 通奸 法 器 的 相位 特性 
冲 响应 为 





h(t) 


ze (esin( 3) -h) (3.10) 
也 是 非 因果 性 的 。 


AD 





3.4 ”理想 滤波 器 的 脉冲 响应 


关于 理想 振幅 特性 的 任何 偏差 都 称 为 振幅 偏差 .同时 关于 理想 (线性 ) 相位 
特性 的 任何 偏差 都 称 为 相位 偏差 。 在 一 些 应 用 中 ， 比 如 声音 通信 ， 滤 波 器 基于 振幅 
进行 设计 ， 主 要 是 因为 人 耳 对 相位 失真 不 敏感 。 在 一 些 应 用 中 ， 当 它们 需要 和 理想 
线性 相位 响应 特别 近似 时 ， 那 么 该 设计 就 与 相位 失真 有 关 。 然 而 ， 在 现代 高 品质 通 
信和 系统 中 ,滤波 器 必须 同时 具有 良好 的 振幅 (高 选择 性 ) 和 相位 特性 。 

由 于 理想 滤波 器 特性 不 可 能 和 实际 (因果) 传输 函数 精确 地 匹配 ， 它 们 必须 
在 严格 的 可 实现 性 下 进行 近似 。 这 意味 着 一 个 传输 函数 肯定 会 衍生 其 他 的 一 些 效 
应 ， 一 方面 ， 在 给 定 的 容 限 内 必须 符合 滤波 器 响应 的 要 求 ; 另 一 方面 ， 必 须 符合 作 
为 一 个 物理 系统 的 可 实现 条 件 。 这 些 都 称 为 近似 问题 。 然 后 ， 设 计 可 以 通过 采用 所 
需 基 础 模块 的 传输 函数 来 进行 实现 。 这 称 之 为 综合 问题 。 关 于 滤波 器 设计 步骤 各 问 
题 如 图 3. 5 所 示 。 

在 本 章 余下 的 内 容 中 我 们 将 对 振幅 导向 型 和 相位 导向 型 设计 的 逼近 问题 做 一 个 
概述 。 基 于 此 ， 传 输 函 数 就 可 以 用 包括 有 源 网 络 和 无 源 网 络 在 内 的 多 种 形式 来 进行 
实现 。 然 而 ， 这 些 实现 理论 和 技术 的 研究 都 属于 网 络 综合 的 范畴 ， 虽 然 这 是 一 个 令 
人 兴奋 并 且 严 谨 的 电路 理论 和 信号 处 理 领 域 , 但 是 超出 了 这 本 书 的 范围 。 因 此 ,我 
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需要 的 滤波 器 





图 3.5 一 个 滤波 器 设计 的 步骤 


们 将 依据 第 二 章 中 作为 简单 概念 讨论 的 实现 技术 ， 以 及 它们 所 涉及 的 一 些 基 本 原则 
的 综合 技术 ， 归 纳 出 最 常用 的 滤波 器 传输 函数 。 此 外 ， 本 章 讨论 的 滤波 器 传输 函数 
可 作为 数字 和 开关 电容 滤波 器 的 设计 原型 ， 这 些 内 容 我 们 会 在 以 后 的 章节 里 进行 
介绍 。 

在 讨论 滤波 器 的 设计 问题 之 前 ， 我 们 注意 到 滤波 器 的 传输 函数 豆 (s ) 的 因果 关 
系 隐 舍 在 整个 讨论 中 。 因 此 , 设 H(s) 中 的 ;一 jw 可 以 得 到 滤波 器 的 正弦 稳 态 响应 。 
相反 我 们 通过 令 w 一 s/j， 可 由 幅度 二 次 方 函数 1H(jw)1 =H(jw)H( -jw) 得 到 
H(s)H( -s)。 对 于 一 个 稳定 的 传输 函数 ， 可 以 通过 开放 的 左 半 平 面 上 的 极点 得 到 
H(s)。 


3.3 ”振幅 导向 型 设计 


现在 我 们 讨论 振幅 近似 问题 。 这 包括 找到 一 个 可 实现 的 幅度 函数 豆 (jw) ， 或 
者 等 价 的 一 个 幅度 平方 函数 18(jw) 1 ， 它 在 滤波 器 的 振幅 响应 上 能 够 满足 任意 的 
要 求 。 也 就 是 说 这 个 函数 能 够 无 限 接近 理想 滤波 器 的 特性 。 

OO 


a(w) =10log a0 i dB) (3. 11) 


这 样 可 以 很 方便 地 开始 我 们 关于 低 通 滤波 器 设计 的 讨论 ， 进 而 获得 其 他 类 型 滤 
波 器 的 分 析 方法 。 因 此 ， 低 通 滤波 器 的 近似 问题 是 确定 1 瑟 (jo ) 上 |， 与 如 图 3.6 所 
示 的 典型 标准 一 致 。 这 是 一 个 容 限 图 即 在 通 带 和 阻 带 内 脉冲 响应 在 图 3. 6a 的 阴影 
区 以 及 图 3. 6b 的 相应 区 域 。 在 过 渡 带 ,假设 在 oo 和 w, 之 间 的 振幅 是 单调 递减 的 ， 
因此 衰减 单调 递增 。 频 率 wo 被 称 为 通 带 边缘 或 者 截止 频率 ， 同 时 w, 被 认为 是 阻 带 
边缘 。 

因此 对 于 低 通 响应 ， 通 带 为 从 0 到 we， 同时 阻 带 为 w, 到 无 穷 。 

现在 滤波 器 的 振幅 二 次 方 函数 可 以 写 为 


机 械 工 业 出 版 社 08 


3 ”模拟 滤波 器 设计 35 





IHGwP a(w)dB 
Qs 


0 Wo ws 所 0 wo ws w 


a) 幅度 的 二 次 方 b) 衰减 
图 3.6 振幅 导向 的 滤波 器 设计 的 容 限 图 


| H(jw) 12 = 一 一 一 一 (3. 12) 
1 + Dao” 
这 样 问题 可 以 转换 为 确定 上 面 方程 中 满足 任意 条 件 的 系数 a, 和 b,。 


3.3.1 通 带 和 阻 带 的 最 平坦 化 响应 


这 种 类 型 的 近似 会 得 到 所 谓 的 巴特 沃 斯 响应 ,通常 情况 下 如 图 3.7 所 示 。 这 可 
以 通过 1H(jw)1 关于 w 的 最 大 可 能 数目 的 导数 来 得 到 。 当 w=0 和 w= om 时 不 
存在 。 
在 w=0 附近 的 2n -1 阶 零 状态 导数 我 们 有 





a, =b. r=1,2,.…,(n—-1) C3 13) 
在 w=%w 附近 的 2n -1 阶 零 状态 导数 我 们 有 
& 0 r=1,2,.…,(n-1) (3. 14) 
综合 式 (3.13) 和 式 (3. 14)， 式 (3.12) 可 以 转化 为 
5 2 _ Co 
Um sp 
这 里 的 a。 和 b, 是 常数 ， 可 作为 单位 1 而 不 影响 响应 的 特性 。 
因此 
a (3. 15) 
l+w 


这 里 是 滤波 器 阶 数 ， 并 且 对 于 所 有 的 来 说 3dB 点 出 现在 w=1 处 。 这 一 点 
可 以 任意 缩放 ， 在 下 一 级 ， 可 以 取 任 意 值 。 不 同 阶 数 巴特 沃 斯 滤波 器 的 典型 响应 如 
图 3. 8 所 示 。 这 表明 可 以 通过 增加 滤波 器 阶 数 来 提高 滤波 器 的 频率 响应 (当然 这 
需要 更 多 的 元 件 来 进行 实现 ) ， 同 时 当 "一 *m 时 ， 该 响应 趋 于 理想 滤波 器 特性 。 
为 了 确定 H(s) 的 表达 式 ， 我 们 首先 确定 式 (3. 15) 的 极点 为 
wm = -1=exp[j(2r-1)T] (3. 16) 
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| 到 (io)P Ia 
1 
1 | 
1 
1 
| 0.5 
1 
0 1 w 
区 0 1.0 w 
图 3.7 通 带 和 阻 带 中 的 最 大 平坦 图 3.8 不 同 阶 数 下 的 通 带 和 阻 带 中 的 
响应 (巴特 沃 斯 响应 ) 最 大 平坦 响应 
也 就 是 
j(2r 一 1 
wo=emp[ 计 2 2] (3 17) 
或 者 通过 解析 拓展 ， 让 w” = -s， 那么 HH(s)H( -s) 的 极点 为 
s =jexp(j0,) (3. 18) 
= — sing, + jcos0, 
这 里 
0 = 人 1 T F132 (3， 19 ) 


对 于 一 个 稳定 的 〈 可 实现 的 ) H(s) 我 们 选择 一 个 开放 的 左 半 平 面 的 极点 去 组 
成 一 个 严格 的 赫 维 芯 分 母 。 因 此 得 到 的 传输 函数 为 


ee (3.20) 


TI[s - jexp(jo,)] 
现在 就 要 从 一 组 参数 条 件 中 得 到 所 需 滤波 器 阶 数 nm。 这 些 可 以 从 下 面 两 种 形式 
的 任 一 种 进行 表达 : 
(a) 3dB 点 位 于 w=1 时 
当 阻 带 边缘 为 w =w.， 并 且 当 w=>w, 时 ac(w) 三 ao 
为 了 得 到 这 种 情况 下 的 滤波 器 阶 数 ， 式 (3. 15) 被 用 来 描述 阻 带 边缘 : 


10log(1 +w”)>a, (3.21) 
这 里 给 出 
0.1lo _ 
nl (2 
2logw, 


考虑 到 3dB 点 ， 这 里 的 w, 实际 上 是 归 一 化 的 阻 带 边缘 频率 。 
(b) 另 一 种 描述 参数 的 形式 如 下 : 
最 大 通 带 衰减 =a,, ww, 
最 小 阻 带 衰 减 =a,,， ww，, 
阻 带 边缘 和 通 带 边缘 比 w,/w, =Y 
对 于 以 上 表述 形式 ， 通 带 边缘 式 是 不 一 定 要 定义 为 3dB 点 上 的 频率 。 这 种 情况 下 
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定义 通 带 边缘 处 ， 即 
10log(1 +w”) =a, 
所 以 可 以 得 到 : 
2nlogw, <log(10"'* -1) (3.23) 
在 阻 带 边 缘 ,， 式 (3.21) 依然 有 效 ， 结 合式 (3. 23) 可 以 得 到 结果 如 下 : 


n=!1°8[( 10°'” -1)/(log”'”® -1)] 
2log(w,/w,) 





(3.24) 


3.3.2 切 比 雪夫 响应 


对 于 相同 的 滤波 器 阶 数 m， 相 对 于 Ido)f 
巴特 沃 斯 响应 ， 提 高 滚 降 率 有 一 个 可 行 
的 方法 ， 即 使 得 1H(jw) 1 在 通 带 内 产 。 Ute’ 
生 等 波纹 响应 ， 同 时 又 保持 其 在 阻 带 内 
的 最 大 平坦 响应 ， 这 种 典型 的 逼近 响应 
如 图 3. 9 所 示 。 之 

对 于 一 个 低 通 原型 ， 通 带 边缘 归 一 ”图 3.9 典型 的 切 比 雪夫 原型 低 通 滤波 器 响应 
化 为 w=1， 我 们 用 式 (3. 14) 来 得 到 
函数 在 w = % 时 的 2n -1 阶 零 导数 ， 得 到 的 函数 形式 为 


IH(jw)1? = 






Pe 
n=6 





se ae 
Tame (3.25) 


这 里 的 7,(w) 被 选 为 一 个 奇数 阶 或 偶数 阶 多 项 式 ， 其 在 通 带 1 w1 <1 内 以 及 
在 -1 和 +1 之 间 具 有 最 大 振荡 次 数 ， 并 且 在 这 个 区 间 之 外 是 单调 递增 的 。 这 使 得 
产生 一 个 在 通 带 1 w1 <1 内 的 1 和 1/(1+e ) 之 间 振 荡 的 滤波 器 响应 。 振 荡 或 者 
纹 波 的 大 小 通过 选择 合适 的 参数 来 确定 。 多 项 式 7,(w) 即 称 为 第 一 类 切 比 雪夫 多 
项 式 ， 定 义 为 


7T(w) =cos(ncos™ w) 0<lwl<1 


(3. 26) 
=cosh(ncosh-!w) lol >1 
这 个 多 项 式 可 以 用 递 推 公式 来 产生 : 
Two) =20T,.(0) -TL1(w) (3.27) 
有 
To(w) =1 Ti(w)=w 
从 上 面 的 公式 可 以 得 出 


T(w) =2w" -1 
T,(w) =4o” -3wmw 
T,(w) =8w: -8w +1 
T,(w) =16w’ -20w +5w% (3.28) 
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可 以 看 出 

7,(0) =0 (n 为 奇数 ) 

7T.(0) =1 〈z 为 偶数 ) 
这 就 是 说 对 奇数 上 有 1E(0)1 =1， 对 于 偶数 有 1E(0) =1X(1+e)。 

切 比 雪夫 多 项 式 被 认为 是 用 来 确定 位 于 0<w<1 频带 内 1H(jw)1 的 最 优 解 解 

决 方法 。 并 且 对 于 一 个 固定 的 滤波 器 阶 数 ， 对 于 所 有 在 1 <w<% 范围 内 的 w 值 ， 
I8(jw)1 都 具有 最 大 值 。 简 单 地 说 ,我 们 可 以 看 到 通过 选择 合适 的 参数 和 nn， 可 
以 满足 任意 的 滤波 器 设计 要 求 。 首 先 ， 让 我 们 计算 H(s) 的 表达 式 , 式 (3.25) 的 
极点 为 


(3. 29) 


eT= -1 (3. 30) 
设 一 个 辅助 参数 7 为 
n=sinh( sinh™! (3.315 
然后 ， 从 式 (3.26) 中 可 知 ， 极 点 位 置 满足 : 
cos (mcos 'w) = -sinh (nsinh-7) (3.32) 
或 者 
mcos oaw = msin jn + (2r -1)mn/2 (3.33) 
也 就 是 说 极点 为 
s= -jcos(sin 'jm +0,) (3.34) 
这 里 
0,= tn (3.35) 


因此 , 一 个 稳定 (可 实现 ) 的 传输 函数 可 以 从 式 (3.34) 中 在 开放 左 半 平面 上 的 
极点 中 得 到 


II [7 + sin’ (rm/n) 1 
HS) = 一 一 一 和 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 r=1 (3.36) 
II {s+ [nsing, +j(1 + )' ?cos0,]} 
在 式 (3. 36) 中 ,分 子 是 一 个 固定 的 常数 值 ， 当 n 为 奇数 时 及 (0) =1， 当 为 偶 
数 时 H(0) =1/(1 +e )。 
现在 ， 就 可 以 得 到 满足 设计 要 求 的 滤波 器 的 最 小 阶 数 的 表达 式 ， 这 些 式 子 可 以 
表示 为 
通 带 衰减 a(w) <a,,0<w<l 
阻 带 衰减 Qa(w) =a,,0=, 
所 以 ， 从 式 (3. 25) ， 我 们 在 通 带 得 到 
1l0log(1 +&’) <a, 
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或 者 
e’<10°!% -1 (3.37) 
同样 我 们 在 阻 带 边缘 肯定 能 得 到 
l0log{1 + [scosh(mcosh 'w,)]| 三 a， 
在 利用 式 (3. 37) 的 基础 上 ， 我们 可 以 求 出 滤波 器 的 阶 数 nn 为 
i de A tied Dl li (3. 38) 


cosh -oaw， 
这 里 的 w, 是 根据 通 带 边缘 频率 归 一 化 得 到 的 阻 带 边缘 频率 ， 其 中 通 带 边缘 频率 被 
假定 为 w=1。 


3.3.3 椭圆 函数 响应 


对 于 有 理 函 数 1(jw)1 每 个 频带 内 的 指定 值 ， 椭 圆 函 数 响应 是 一 种 最 小 化 最 
大 偏差 的 最 佳 频率 响应 ， 其 中 双 频 段 近似 如 图 3.6 所 示 。 椭 圆 函 数 响应 在 通 带 和 阻 
带 内 具有 等 纹 波 响应 ， 典 型 示例 如 图 3. 10 所 示 。 最 优等 纹 波 响应 传输 函数 的 表达 





1 


Gp 


p 


b) 


图 3.10 最 优等 纹 波 响 应 低 通 滤波 器 原型 
a) 幅度 二 次 方 b) 衰减 
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式 包 括 雅 克 比 椭圆 积分 以 及 椭圆 方程 ， 因 此 它 又 称 为 椭圆 滤波 器 。 这 些 暂 不 做 讨 
论 ， 但 是 事实 上 对 于 给 定 的 滤波 器 阶 数 ， 这 类 滤波 器 提供 了 一 个 最 优 的 振幅 响应 ， 
这 些 传输 函数 的 表达 式 以 及 不 同 实现 方式 的 元 件 参 数 表 在 设计 手册 "“ 中 都 有 详细 
给 出 ， 当 然 这 些 表达 式 和 参数 值 也 可 以 运用 如 MATLAB 之 类 的 软件 得 到 。 这 些 知 
识 点 将 通过 一 些 设计 实例 来 进行 讨论 。 


3.4 频率 转换 


到 目前 为 止 我 们 的 讨论 都 集中 在 低 通 原型 滤波 器 上 ， 这 类 滤波 器 的 通 带 边缘 频 
率 (截止 频率 ) 都 被 归 一 化 为 。=1。 我 们 现在 考虑 将 截止 频率 变换 至 任意 频率 的 
过 程 ， 即 以 低 通 滤波 器 为 原型 设计 高 通 滤波 器 、 带 通 滤波 器 和 带 阻 滤波 器 。 


IHGo)P LE(a)P 





a) b) 


图 3.11 低 通 向 高 通 的 转换 
a) 低 通 原型 滤波 器 特性 b) 高 通 滤波 器 特性 


3.4.1 低 通 向 低 通 转换 


在 传输 函数 原型 中 ,将 w 非 归 一 化 到 任意 截止 频率 w。， 可 以 通过 变换 的 方法 
来 实现 
W—0W/ wo (3. 39a) 
或 者 
S—>8/ Wo (3. 39b) 


3.4.2 低 通 向 高 通 转换 


一 个 在 通 带 边缘 位 于 wo 处 的 高 通 响应 可 以 从 低 通 原型 传输 函数 中 得 到 ， 使 得 
QW— W/o (3. 40a) 

或 者 
S—>0/5 (3.40b) 
这 在 图 3. 11 中 得 到 论证 。 | 
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3.4.3 低 通 向 带 通 转换 


从 图 3. 12a 所 示 低 通 原 型 滤波 器 特性 可 以 看 出 负 频 率 是 存在 的 ， 我 们 将 寻求 一 
种 将 其 转化 为 带 通 响应 的 变换 方式 ， 其 中 带 通 响应 的 通 带 位 于 w 和 w, 之 间 ， 如 图 
3. 12b 所 示 。 

低 通 原 型 滤波 器 的 传输 函数 中 ， 使 得 


et (3.41) 


Wo WwW 


或 者 
| 


这 里 B 和 wo 均 被 定义 在 w, 和 w, 之 间 。 参考 图 3. 12， 我 们 可 以 用 式 (3. 41) 来 得 
到 变换 条 件 


= = 


Wo WI 
1 = 有 [ 空 - 饶 ] (3.42) 
这 样 ， 同 时 解决 的 还 有 





Bp (3.43) 





1 
1 
I 
1 
0 os oi 02 CO 凶 


图 3. 12 低 通 向 带 通 转换 
a) 低 通 原型 滤波 器 特性 b) 带 通 滤波 器 特性 


例如 ， 低 通 切 比 雪 夫 响 应 函数 可 被 转化 为 一 个 带 通 函数 ， 如 下 


-1 


IgGio)P= 人 +er2[B( 笃 -所 )]| (3.44) 


ww 
对 式 〈3. 41) 的 频率 转化 验证 表明 ， 由 此 产生 的 带 通 响应 在 oo 处 具有 几何 对 称 
性 ， 这 被 称 作 带 心 。 这 意味 着 对 于 每 一 个 频率 对 w 和 w (其 中 ww =wi) 具有 相同 的 
振幅 值 ， 
即 


wt st) (3.45) 
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3.4.4 低 通 向 带 阻 转换 


低 通 滤波 器 向 带 阻 滤波 器 的 频率 转换 如 图 3. 13 所 示 ， 基 于 低 通 原型 函数 的 变 
换 实现 ， 首 先 使 得 





wo»1/B( 要 -时 (3. 46a) 
或 者 
sp( 志 + 笠 ] (3.46b) 
0 5 
这 里 的 8 和 ou 由 式 (3.43) 给 出 ， 这 里 的 w; 是 低频 通 带 边缘 ，w, 是 高 频 通 带 边缘 。 
IHGO)P IHGOP 
| 
2 | 
0 wl Led | CD52 CO2 ww 
a) b) 
图 3.13 低 通 向 带 阻 转换 
a) 低 通 原型 滤波 器 特性 b) 带 通 滤波 器 特性 
3.5 示例 


例 3.1 根据 以 下 频率 特性 ,计算 最 大 平坦 化 低 通 滤波 器 的 传输 函数 ， 条 件 如 下 : 

通 带 : 0 ~1kHz， 带 内 衰减 <3dB。 

阻 带 边缘 : 1. 5kHz， 豪 减 宇 40dB。 

答案 : 归 一 化 阻 带 边 缘 在 3dB 时 为 w, =1.5。 因 此 ， 所 需 的 滤波 阶 数 可 以 通过 
式 (3.22) 确定 


4 
ne 了 >11. 358 


所 以 ， 我 们 取 n=12。 滤 波 器 的 传输 函数 可 以 由 式 (3.20) 且 当 n=12 时 得 到 ， 然 后 
该 传输 函数 可 以 根据 式 (3.39) 去 归 一 化 ， 得 到 实际 的 截止 频率 为 wo =2mr x10 。 

例 3.2 根据 以 下 条 件 ， 找 出 一 个 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 的 传输 函数 ， 条 件 
如 下 : 

通 带 : 0 ~0. 5MHz， 带 内 纹 波 为 0. 2dB。 
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阻 带 边缘 : 1. 0MHz， 豪 减 宇 50dB。 
答案 : 对 截止 频率 0. 5MHz 进行 归 一 化 ， 有 w, =1/0.5 =2。 将 mw =0.2，a, = 
50 以 及 w, =2 代 人 到 式 (3.38) 中 ,得 到 nn 二 6.06, 取 n=7， 同样 地 通过 式 
(3.37) 可 以 得 到 : 
e=(10°® -1)22 =0.2171 
并 且 辅 助 参数 为 
=sinh( 了 sinh 527 | 
上 述 值 带 入 到 式 (3.36) 中 可 以 得 到 归 一 化 原型 的 传输 函数 ， 它 可 以 通过 式 
(3.39) 去 归 一 化 得 到 实际 的 截止 频率 为 2 x0.5 xl10'。 
例 3.3 根据 图 3. 14 中 的 滤波 器 特性 ， 计 算 切 比 雪夫 带 通 滤 波 器 的 传输 函数 。 


G 


40dB 
4 
0.28 dB AAAAA 
0 8.5 10 15 17 kHz 


图 3.14 例 3.3 中 的 滤波 器 特性 
答案 ; 图 3. 14 中 没有 体现 出 表达 式 (3. 41) 的 几何 对 称 性 。 那 么 该 滤波 器 必 
须根 据 更 严格 的 通 带 上 限 和 下 限 的 要 求 进行 设计 。 首 先 指出 的 是 oo =2m(10 x 
15)!?=2m x12.247 x10?rad/s。 同 样 ， 由 式 (3.42) 可 以 得 到 


wz 一 wl 15—-10 

然后 ， 对 于 jn =150 x 10 ， 该 滤波 器 设计 还 必须 遵循 两 个 更 为 严格 的 条 件 : (a) 
8. 5kHz 时 的 阻 带 衰减 为 40dB 且 (b) 17kHz 时 的 阻 带 豪 减 为 40dB。 假 设 我 们 需要 
在 f<8.5kHz 时 有 a 宇 40dB， 我 们 同样 需要 满足 [根据 式 (3.45) ] 户 (150/8.5) = 
17. 65kHz 时 有 a 宇 40dB， 这 样 我 们 无 法 满足 阻 带 上 限 频 率 的 要 求 。 但 是 ， 对 于 f= 
17kHz 时 a 宇 40dB， 需 要 满足 当 f<(150/17) <8. 82kHz 时 a 宇 404B。 因 此 ， 阻 带 
下 限 频 率 的 条 件 在 8. 5kHz 处 又 满足 了 过 设计 。 所 以 我 们 在 17kHz 时 采用 阻 带 衰减 
为 40dB 来 确定 原型 。 这 个 频率 符合 低 通 原型 的 w,。 








c=nl oe Vo 
=B (oe 2] 
1 12. 247 
-89[ ~ 17 ) 


=1.635 
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同样 ， 当 式 (3.37) 中 的 a, =0. 28 时 我 们 得 到 e =0.258， 并 且 式 (3.38) 给 出 了 
PR 关 6. 19， 所 以 我 们 取 n=7。 辅 助 参数 由 式 (3.31) 得 出 m=0.2992。 因 此 所 求 
的 原型 传输 函数 我 们 可 以 采用 式 (3.36) 得 到 。 我 们 利用 表达 式 (3. 41) 来 计算 
最 终 带 通 滤波 器 的 传输 函数 。 


3.6 相位 导向 型 设计 


3.6.1 相位 及 延迟 函数 


对 于 低 通 的 情况 ， 理 想 (无 失真 ) 的 相位 特性 是 w 的 线性 函数 ， 如 图 3.3 所 
示 。 在 对 理想 特性 的 相位 逼近 处 理 中 ， 可 以 依据 所 需 相 位 来 直接 处 理 。 因 此 ， 如 果 
我 们 写作 

H(jw) = IH(jw) lexp[L jy (w)] (3.47) 
那么 我 们 需要 
yw) ~ -ko (3.48) 
另外 ， 也 可 以 由 群 延 迟 T，(w) 或 者 相位 延迟 Tw (w) 来 表示 ， 定 义 为 式 (3. 49) 
和 式 (3. 50)。 


T,(w) = -时 C0) (3.49) 
Ti(w) = -0 (3. 50) 


显然 ， 在 通 带 1 w | < wo 内 对 于 理想 相位 特性 的 近似 , 式 (3.49) 中 的 群 延迟 在 
通 带 内 必须 通 近 为 一 个 常数 值 。 
对 式 〈3.47) 两 边 取 对 数 ， 我们 可 以 得 到 : 
InH(jw) =InlH(jw)!| +jy(w) 





| (3.51) 
= FInH(jw)H( -jw) + 这 (o) , 
1 In Mie) 
tn a EE 
所 以 
_dy(w)_ _1[r_d j j 
| "Ho) + 到 < | (3.53) 
= -Re[ ey jjo)] 
并 且 可 以 写作 


和 (ao) = -Eo[ SinH(s)] _ (3.54) 
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此 外 ， 如 果 H(jw) 写 成 以 下 形式 : 

E, jO， 
H(jw) = (3.55) 
这 里 i,(w) 为 偶 次 多 项 式 ，0, (ww) 为 奇 次 多 项 式 ， 相 位 yw(w) 是 一 个 奇 函 数 ， 表 
示 为 


0 
yw) tn tn (3.36) 
定义 归 一 化 相位 函数 为 
Ww(s) = - 却 a (3.57) 
所 以 
yw) = -ws) ,i (3.58) 
并 且 归 一 化 群 延迟 可 以 定义 为 
1.(s) = -WY (3.59) 
所 以 
1 drm_ Hs) 
Ts) = 2 | H( | (3.60) 
iT 过 
=[ 和 mg(9 -A -5] 
即 
7 (3) =Eo| Finn(s)] (3.61) 
并 且 
re) (3.62) 
如 果 HH(s) 写 作 
Ha) = 0 (3. 63) 


接 下 来 ， 运 用 式 (3. 61) 可 以 得 到 : 


rp P(e) Ol) OL 
TA Ray * BU-s) Gs) ~ 0 3) Ca 


这 里 主要 说 的 是 求 导 。 这 些 表达 式 目 前 允许 我 们 估算 任意 系统 的 延迟 和 相位 响应 。 
一 个 所 有 零点 均 位 于 封闭 的 左 半 平 面 上 的 函数 了 HH(s) 可 以 确定 一 个 最 小 相位 函 
数 。 由 于 这 方面 的 限制 ， 对 于 一 个 给 定 的 振幅 ， 相 位 是 最 小 的 。 


3.6.2 最 大 平坦 延迟 响应 
现在 我 们 考虑 一 种 理想 常数 群 延迟 特性 的 近似 方法 。 考 虑 到 一 个 函数 形式 为 
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H(s) = (3.65) 
并 且 
Q(s) =E(s) +0(s) (3.66) 
这 里 E(s) 是 偶 次 多 项 式 ，0(s) 为 奇 次 多 项 式 。 那 么 归 一 化 相位 函数 就 可 以 得 到 
ws) =tanh - i ; (3. 67) 
因此 
本 -10(jw) 
ww(w) = -tanh jE jw) (3.68) 


在 最 大 平坦 群 延 迟 近 似 中 ， 需 要 得 到 n 阶 多 项 式 0,(s) ， 这 样 就 可 以 得 到 一 个 群 延 
迟 函 数 在 w =0 处 的 零 阶 导数 的 最 大 数 。 结 果 我 们 可 写作 


mt = (3.69) 
并 且 如 果 上 面 等 式 右边 定义 为 函数 
tanhs = sinhs/coshs 3709 


即 所 有 频率 的 群 延迟 均 为 常数 。 然 而 ，0(s) 和 E(s) 是 实 多 项 式 ， 而 双 曲 正切 函数 
tanhs 是 超越 函数 ， 我 们 必须 找 出 一 种 方法 ,通过 一 个 真正 的 有 理 函 数 来 近似 式 
(3.70) 。 一 种 可 行 的 方法 是 写成 


53 
sinhs = = i 


2 
coshs =1 | 和 … (3 71) 


然后 对 (sinhs/coshs) i 以 得 到 
1 


tanhs = 


(3 72.) 
最 后 ，0(s)/E(s) 是 定义 上 述 连续 分 数 扩展 的 阶 近 似 。 这 意味 着 展开 被 截止 在 和 
n 阶 ， 然后 得 到 的 序列 组 成 一 个 近似 的 有 理 双 曲 正 切 函 数 tanhs。 它 等 同 于 式 
(3.69) 中 的 0(s)/E(s) 并 且 需 要 多 项 式 Q,(s) 是 被 定义 的 。 实 际 上 ,运用 连续 分 
数理 论说 明 多 项 式 Q,(s) 可 以 通过 递 推 公 I 


Qs) =0,(s) + 7 Qi(s) (3.73) 


(4n =1) 
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其 中 : 
Qo(s) =1 Qi1(s)=1+s 
由 式 (3.73) 定义 的 多 项 式 可 以 和 著名 的 贝 塞 尔 多 项 式 B(s) 联 系 起 来 
Qu(s) =s"B, (1/s) (3.74) 
因此 所 得 到 的 滤波 器 经 常 被 称 为 贝 塞 尔 滤 波 器 。 传 输 函 数 的 群 延迟 最 平坦 特性 
可 以 由 式 (3.64) 和 0@.(s) 的 特性 来 验证 。 此 外 ， 由 于 Q,(s) 是 根据 式 (3.72) 得 
到 的 ，@,(s) 是 严格 的 赫 维 效 多 项 式 并 且 滤波 器 肯定 是 稳定 的 。 图 3. 15 例 举 了 贝 


塞 尔 滤波 器 的 延迟 响应 。 然 而 ， 由 于 延迟 响应 的 任意 自由 度 ， 我 们 预计 这 些 滤 波 器 
的 振幅 响应 会 很 差 。 


Ts(w) 





0 L0 2.0 3.0 四 
图 3.15 贝 塞 尔 滤波 器 的 典型 延迟 响应 


最 后 ， 需 要 指出 的 是 低 通 向 低 通 的 转换 式 (3.20) 可 以 用 来 调整 截止 频率 到 
任意 所 需要 的 值 。 然 而 ， 由 于 其 他 如 高 通 、 带 通 或 者 带 阻 的 转换 式 都 使 得 延迟 特性 
失真 ， 则 这 些 转换 都 是 无 效 的 。 所 以 这 些 情 况 必 须 进行 独立 设计 。 


3.7 无 源 滤波 器 


前 面 章 节 提 到 的 所 有 的 传输 函数 都 可 以 被 认为 是 无 源 的 阶梯 结构 的 一 般 形式 ， 
如 图 3. 16 所 示 。 
该 技术 的 详细 信息 可 以 从 参考 文献 [13，14] 中 找到 。 这 里 我 们 给 出 结果 的 
一 个 简明 的 概述 。 根 据 图 3. 17， 巴 特 沃 斯 滤波 器 原型 参数 值 为 
8g, =sing,,r=1,2,.…,n (3.75) 
这 里 


8 = 上 或 C, (3.76) 
并 且 
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R,=R,=10 (3.77) 
对 于 切 比 雪夫 响应 
8 = sin (下) (3.78) 
r+ 





图 3.17 巴特 沃 斯 、 切 比 雪夫 和 贝 塞 尔 滤波 器 实现 的 低 通 梯 型 滤波 器 


使 用 与 式 (3.76) 相同 的 符号 。 这 里 ， 对 于 奇数 n，R,s = Ri =10; 同时 对 于 
偶数 n， 有 R=1 ( 见 图 3.17), 并 且 Ri 由 式 (3. 80) 确定 ， 即 


IH(0)1*= (3. 80) 


4R, 
(CR +1)” 
对 于 如 图 3. 18 所 示 的 椭圆 滤波 器 原型 ， 没 有 精确 的 公式 ， 因 此 元 件 值 由 表 
[16] 得 到 。 
最 后 ， 图 3. 19 表明 得 到 不 同类 型 滤波 器 的 元 件 值 可 以 从 归 一 化 原型 中 的 元 件 
值 转换 得 到 。 
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图 3.18 梯 型 椭圆 滤波 器 实现 形式 
a) 半 并 联 b) 半 串 联 









带 阻 滤波 器 ， 阻 带 












归 一 化 低 通 滤波 边缘 为 @ 和 2， 
器 原型 ， 截 止 频 ( ,为 低 通 滤波 器 
率 为 O=1 原型 的 阻 带 边缘 ) 





- 了 
O— rr mo 


任意 源 极 电阻 的 反 规范 化 Re 工 一 ReL, C 一 CIR。 Ri 一 RoRL 





图 3.19 频率 转换 及 阻抗 变换 


50 信号 处 理 与 集成 电路 





3.8 有 源 滤波 器 


模拟 连续 时 间 有 源 滤波 器 的 设计 技术 可 以 依据 两 种 可 能 的 途径 。 第 一 种 方法 是 
首先 设计 一 个 满足 所 需 条 件 的 无 源 滤波 器 ， 然 后 通过 对 无 源 网 络 进行 有 源 蔡 换 来 完 
成 设计 。 这 个 方法 的 优点 是 在 考虑 到 元 件 值 变 化 时 ， 有 源 滤波 器 对 元 件 值 的 变化 不 
敏感 ， 从 实用 的 角度 来 看 确实 是 一 个 理想 的 特性 ; 第 二 种 方法 是 从 设计 目标 中 找 出 
所 需 滤波 器 的 传输 函数 ， 就 像 前 面 章节 所 讲 的 一 样 ， 然 后 分 解 为 两 阶 模块 〈 也 可 
能 是 一 阶 模块 ) ， 它 们 分 别 可 以 由 一 个 简单 有 源 网 络 独立 实现 ， 然 后 将 它们 进行 级 
联 来 实现 滤波 器 设计 。 这 种 方法 在 章节 2. 6 中 进行 了 讨论 ， 而 且 更 加 简单 ， 但 是 在 
高 阶 滤波 器 设计 中 ， 会 导致 频率 响应 对 元 件 值 变化 较为 敏感 ， 这 些 元 件 值 变化 主要 
是 由 在 制造 过 程 中 所 固有 的 容 限 和 其 他 一 些 可 能 的 错误 造成 的 。 

考虑 图 3. 20 中 的 一 般 无 源 梯 型 滤波 器 ， 这 里 的 分 支 具有 任意 阻抗 。 写 出 梯 型 
滤波 器 的 状态 方程 ， 以 及 相关 的 并 联 电 压 电流 方程 组 。 为 了 保证 其 特异 性 ， 我 们 定 
义 半 为 奇数 。 





图 3.20 一 般 无 源 的 梯 型 滤波 器 
A 
人 =Z,( =- 五) 
=a2 (及 = 旋 ) (3. 81) 


Wm 


Wa 


对 图 3.21 中 所 示 的 梯 型 滤波 器 进行 仿真 。 式 (3. 81) 中 电流 五 ,五 ， 石 ，…， 
1 由 电压 六 ， 态 ， 太 ，…， 太 激励 产生 。 
状态 变量 〈 跳 蛙 结构 ) 梯 型 滤波 器 的 仿真 描述 为 
Vi=T(VW -VV,) 
=T,(V -VW) 
b=T(V,-V,) (3. 82) 


Wo 
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如 图 3. 21 所 示 的 每 个 框图 中 的 内 部 结构 被 选 作 如 下 : 
页 = 
人 
T, =a27! (3.83) 


T =02 
这 里 的 ac 是 一 个 常数 。 然 后 ， 图 3. 21 所 示 的 跳 蛙 梯 型 滤波 器 的 传输 函数 为 


Ha = (3. 84) 


如 





Va 
图 3.21 状态 变量 ( 跳 蛙 结构 ) 梯 型 滤波 器 


和 无 源 梯 型 滤波 器 只 有 一 个 常数 的 束 !, 不 同 。 考 虑 如 图 3. 20 所 示 的 一 般 梯 型 滤 
波 器 的 形式 ， 该 梯 型 滤波 器 具有 特定 的 类 型 和 元 件 值 。 假 设 我 们 可 以 找到 满足 传输 
函数 要 求 式 (3. 83) 的 必要 模块 ， 那 么 就 可 以 决定 状态 变量 的 仿真 。 对 于 实现 巴 
特 沃 斯 ， 切 比 雪夫 以 及 贝 塞 尔 滤波 器 的 梯 型 滤波 器 ， 我 们 需要 利用 积分 器 进行 状态 
变量 仿真 (频率 与 1/L, 或 者 1/C, 有 关 ) 。 所 以 ， 一 个 全 积分 网 络 是 可 以 实现 的 。 
积分 器 和 积分 - 求 和 器 原则 上 可 以 使 用 运算 放大 器 、 电 阻 和 电容 来 实现 。 然 而 从 实 
际 观 点 出 发 ， 无 源 电阻 要 避免 在 集成 电路 中 应 用 。 因 此 ， 正 如 章节 2.6 介绍 的 ， 跨 
导 运 算 放 大 器 (OTAs) 为 积分 器 和 Cu。 - C 电路 提供 了 一 种 相当 有 吸引 力 的 替代 。 
集成 电路 中 的 运算 放大 器 、 跨 导 运 算 放大 器 以 及 其 他 基础 模块 实现 将 会 在 模拟 
MOS 集成 电路 信号 处 理 章节 中 进行 详细 介绍 。 


3.9 MATLAB 在 模拟 滤波 器 设计 中 的 应 用 


在 前 面 的 章节 中 我 们 讨论 了 滤波 器 传输 函数 的 推导 和 研究 ， 这 些 传输 函数 可 以 
很 方便 地 采用 MATLAB 的 信号 处 理工 具 包 来 生成 。 这 一 节 将 会 给 出 相应 的 命令 和 
函数 ， 可 以 用 来 增加 读者 的 知识 并 且 可 以 作为 一 个 减少 工作 量 的 工具 。 这 些 工具 根 
据 滤 波 器 特性 生成 相应 的 传输 函数 ， 并 且 以 以 下 任意 两 种 形式 给 出 结果 : 

1. 用 [z，p，k] 形式 来 表示 滤波 器 传输 函数 的 极点 和 零点 。 这 种 情况 下 ， 
MATLAB 返回 一 列 零点 位 置 矩阵 [z] ， 极 点 位 置 矩阵 [p] ， 以 及 滤波 器 增益 k 值 。 
对 于 一 个 全 极点 的 传输 函数 ， 例 如 巴特 沃 斯 和 切 比 雪夫 滤波 器 ，[z] 返回 一 个 空 
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和 矩阵 。 

2. 用 [a，b] 形式 来 表示 分 子 和 分 母 的 系数 ， 这 里 的 [a] 是 一 组 以 s 次 方 数 
递减 形式 表达 的 分 子 系数 阵列 ， 同 时 [bj] 是 一 组 以 第 一 个 系数 为 1 开始 的 ， 与 分 
子 同 阶 的 分 母系 数 阵列 。 对 于 一 个 全 极点 的 传输 函数 如 巴特 沃 斯 和 切 比 雪夫 滤波 
器 ，[a] 返回 一 个 空 矩 阵 。 


3.9.1 巴特 沃 斯 滤波 器 


计算 滤波 器 的 阶 数 

n=buttord(wp,ws,ap,as,’s’ ) 

这 里 对 于 低 通 和 高 通 滤波 器 ，wp，ws 是 标量 。 对 于 带 通 和 带 阻 滤波 器 都 是 两 个 向 
量 组 [wpl wp2] 和 [wsl ws2] ， 分 别 表 示 两 个 通 带 边缘 和 两 个 阻 带 边 缘 。 
低 通 原型 

[z,p,k] =buttap(n) 

在 wo 处 截止 的 低 通 

[z,p,k] =butter(n,wo,’s’ ) 

[a,b] =butter(n,wo,’s’ ) 

在 wo 处 截止 的 高 通 

[z,p,k] =butter(n,wo,’ high’,’”s’ ) 

[a;b] =butter(n,wo,’high’,’s’ ) 

由 wn = [wl w2] 向 量 定义 的 通 带 边缘 频率 为 wl 和 w2 的 带 通 

[z,p,k] =butter(n,wn,’s’ ) 

[a,b] =butter(n,wn,’s’ ) 

由 wn = [wl w2] 向 量 定 义 的 阻 带 边缘 频率 为 wl 和 w2 的 带 阻 


[z,p,k] =butter(n,wn,’ stop’,’s’ ) 





[a,b] =butter(n,wn,’ stop’” ,”"s’ ) 
3.9.2 切 比 雪夫 滤波 器 


计算 滤波 器 的 阶 数 

n=cheblord(wp,ws,ap,as, ” s’ ) 

这 里 对 于 低 通 和 高 通 滤波 器 ，wp，ws 是 标量 。 对 于 带 通 和 带 阻 滤波 器 都 是 两 个 向 
量 组 [wpl wp2] 和 [wsl ws2] ， 分 别 表示 两 个 通 带 边缘 和 两 个 阻 带 边缘 。 

低 通 原型 

[z,p,k] =chebylap(n,a，) 

在 wo 处 截止 的 低 通 

[z,p,k] =chebyl(n,a,wo，s”) 

[a,b] =chebyl(n,as,wo，s ) 
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在 wo 处 截止 的 高 通 

[z,p,k] =chebyl(n,a,wo，high” ,，s”) 

[a,b] =chebyl(n,a,,wo,’high’,’”s’ ) 

由 wn = [wl w2] 向 量 定义 的 通 带 边缘 频率 为 wl 和 w2 的 带 通 
[z,p,k] =chebyl(n,a,,wn,’s’ ) 

[a,b] =chebyl (n,Q,,wn,’s’ ) 

由 wn = [wl w2] 向 量 定义 的 阻 带 边缘 频率 为 wl 和 w2 的 带 阻 
[z,p,k] =chebyl(n,oas,wn，stop"，s”) 

[a,b] =chebyl(n,a,,wn,’ stop’ ,’s’ ) 


3.9.3 椭圆 滤波 器 


计算 滤波 器 的 阶 数 

n=ellipord(wp,ws,ap,as,’s’” ) 

这 里 对 于 低 通 和 高 通 滤 波 器 ，wp，ws 是 标量 。 对 于 带 通 和 带 阻 滤波 器 都 是 两 个 向 
量 组 [wpl wp2] 和 [wsl ws2] ， 分 别 表示 两 个 通 带 边缘 和 两 个 阻 带 边缘 。 
低 通 原型 

[z,p,k] =ellipap(n,a,,Q,) 

在 wo 处 截止 的 低 通 

[z,p,k] =ellip(n,av,oas,wo，s”) 

[a,b] =elip(n,a,as,wo，s ”) 

在 wo 处 截止 的 高 通 

[z,p,k] =ellip(n,a,as,wo，high”，s”) 

[a,b] =ellip(n,oa,as,wo，high”，s”) 

由 wn =[wl w2] 向 量 定义 的 通 带 边缘 频率 为 wl 和 w2 的 带 通 

[z,p,k] =ellip(n,Q, ,a,,wn,’s’ ) 

[a,b] =ellip(n,a,,a,,wn,’s’ ) 

由 wn = [wl w2] 向 量 定义 的 阻 带 边缘 频率 为 wl 和 w2 的 带 阻 

[z,p,k] =ellip(n,as,as,wn，astop"，s ) 


[a,b] =ellip(n,Q ,as ， Wn, "stop 多 s” ) 
3.9.4 贝 塞 尔 滤波 器 


n =besselap(n) 

在 wo 处 截止 的 低 通 
[z,p,k] =besseljf(n,wo) 
[b,a] =besself(n ,wo) 


54 信号 处 理 与 集成 电路 





由 wn =[wl w2] 向 量 定义 的 通 带 边缘 频率 为 wl 和 w2 的 带 通 
[z,p,k] =besself(n,wn,’ bandpass’ ) 

[b,a] =besself(n,wn,’ bandpass’ ) 

在 wo 处 截止 的 高 通 

[z,p,k] =besself(n,wn,’ high’ ) 

[b,a] =besself(n,wn,’ high’ ) 

由 wn=[wl w2] 向 量 定义 的 阻 带 边 缘 频 率 为 wl 和 w2 的 带 阻 
[z,p,k] =besself(n,wn,’ stop’ ) 

[b,a] =besself(n,wn,’ stop’ ) 

为 了 得 到 滤波 器 的 传输 函数 、 振 幅 响 应 和 相位 响应 可 以 运用 MATLAB 函数 来 标 绘 
和 分 析 : 


freqs(a,b) 

为 了 实现 功能 ,分 子 和 分 母 可 以 考虑 用 以 下 命令 分 解 因子 : 
R = roots( a) 

Q =roots(b) 

这 样 就 能 给 出 传输 函数 的 零点 和 极点 。 


3.10 MATLAB 应 用 的 例子 


例 3.4 求 出 最 大 平坦 低 通 滤 波 器 的 传输 函数 ， 滤 波 器 具有 以 下 特性 : 
通 带 : 0 ~2kHz， 带 内 衰减 <3dB。 
阻 带 边缘 : 4. 0OkHz， 阻 带 衰 减 三 40dB。 
n=buttord(wp,ws,ap,as,’s’ ) 
n= buttord(2 * pi * 2000,2 * pi * 4000,3,40,’s’) 
这 里 得 到 n =7 
[z,p,k] =butter(n,wo,’s’ ) 
[p] =1.0e+004 *[ -0.2796 +1.2251i -0.2796 -1.2251li -0.7835 +0.9825i 
-0.7835 -0.9825i -1.1322+0.5452i -1.1322—0.5452i -1.2566] 
K =4. 9484e +028 
例 3.5 求 出 椭圆 低 通 滤 波 器 的 传输 函数 ， 该 滤波 器 具有 以 下 特性 : 
通 带 : 0 ~0. 5MHz，0. 2dB 纹 波 。 
阻 带 边缘 : 1MHz， 幅 度 >50dB。 
n = ellipord( 500000 * 2 * pi,1000000 * 2 *pi,0.2,50,’s’) 
这 里 得 到 n=5 
[z,p,k] =ellip(n,0.2,50,500000 *2 *pi,’s’) 
这 样 可 以 得 出 零点 和 极点 的 位 置 


3 ”模拟 滤波 器 设计 SS 





[z] =(1.0e + 006) [0.0000 +7.8891i 0.0000 -7.8891i 0.0000 + 5.2110i 
0. 0000 =5. 2110i] 


[p] =(1.0e+006)[ -0.3341 +3.2732i -0.3341 -3.2732i -1.1401 +2.2836i 
—1.1401 -2. 2836i -1.6823] 


并 且 增 益 为 
k =7. 0201e +004 


如 图 3. 22 和 3. 23 所 示 为 滤波 器 的 响应 。 





3.22 例 3.5 中 的 椭圆 滤波 器 的 振幅 和 频率 响应 

例 3.6 求 出 切 比 雪夫 带 通 滤波 器 的 传输 函数 ， 该 滤波 器 的 容 限 如 图 3. 14 所 
示 , 但 是 通 带 衰减 变 为 3dB。 
n=chebylord(wp,ws,ap,as,’s’ ) 
[n,wn] =chebylord( [10000 *2 * pi 15000 * 2 * pi],[8500 *2 *pi17000*2 * pi], 
3,40,”s’”) 
| 
wn=(1.0e+004)[6.2832 9.4248 ] 
[z,p,k] =chebyl(n,ap,wn,’s’ ) 
z=[00000] 
p=(1.0e+004)[ -0.1028 +9.3603i -0.1028 -9.3603i -0.2529 +8.6867i 
—0.2529 -8. 6867i -0.2789 +7.6902i -0.2789 -7.69021 —0.1983 +6.8113i 
—0.1983 -6.8113i -0.0695 +6.3257i —0.0695 -6.3257i] 
k=1.9172e +021 
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23 例 3.5 中 的 滤波 器 响应 通 带 的 细部 特征 


cn 





[a,b] =chebyl(n,ap,wn，s) 


图 3. 24 表示 滤波 响应 。 








图 3.24 例 3.6 中 的 滤波 器 响应 
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3.11 一 个 综合 应 用 : 数据 传输 的 脉冲 整形 


各 种 类 型 的 数据 传播 都 是 以 脉冲 形式 进行 的 ， 这 些 脉冲 信号 携带 相关 信息 的 数 
据 。 所 需 脉 冲 信号 的 产生 是 数据 传输 系统 设计 的 一 个 最 重要 的 方面 。 我 们 在 这 里 回 
答 的 这 个 问题 是 : 最 优 脉冲 的 形状 是 什么 和 怎样 生成 一 个 这 样 的 脉冲 ?首先 需要 指 
出 的 是 采用 严格 的 矩形 脉冲 是 不 可 能 也 没有 必要 的 ; 第 二 ， 将 大 量 脉冲 在 一 个 非常 
小 的 时 间 段 内 处 理 ， 我 们 需要 一 个 相当 大 的 带宽 ， 在 不 确定 性 原理 中 这 是 很 明显 
的 。 因 此 : 什么 是 最 优 脉冲 的 形状 ? 它 能 够 节省 带宽 并 且 允 许 一 系列 脉冲 之 间 没 有 
显著 地 干扰 。 接 下 来 的 就 很 清楚 了 ， 一 个 数据 传输 滤波 器 是 脉冲 整形 的 网 络 。 它 具 
有 一 个 时 域 脉冲 响应 ， 它 允许 一 系列 不 同 的 脉冲 传输 而 没有 显著 地 符号 间 干 扰 
(ISI) 。 此 外 ， 该 滤波 器 必须 具备 一 个 具有 足够 选择 性 、 带 限 衰减 的 ， 且 具有 噪声 
和 串扰 抑制 的 频率 响应 。 图 3. 25 阐明 了 连续 时 间 数 据 传输 滤波 器 时 域 响应 以 及 有 
关 频 带 的 显著 特性 。 这 里 的 T 是 数据 速率 的 间隔 ，2w, 是 相关 频带 中 的 最 高 频率 


i (3. 85) 


| 五 dow)l 


0 1 201 Ww 





图 3.25 脉冲 整形 滤波 器 的 时 域 和 频 域 响应 特性 


此 外 ， 滤 波 器 的 相位 响应 是 重要 的 ， 因 为 偏离 理想 的 线性 特性 会 导致 不 可 预测 的 脉 
冲 波形 失真 ， 并 且 这 种 偏差 不 符合 最 小 ISI 的 要 求 。 
目前 ， 有 一 种 推荐 的 最 优 脉冲 形状 … 称 为 升 余弦 脉冲 ， 它 的 频率 响应 为 


H(w) =1l,lol<- 2 


=0.5| 1 +oos( {lo -与 中 a lwl SS 


2 2 
=0 ”其 他 


(3. 86) 
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有 
0<a<l (3. 87) 
并 且 升 余弦 脉冲 的 时 间 响 应 为 
Rt) = ene( WT) em 六 (3. 88) 
明显 地 ， 上 述 响 应 本 身 是 无 法 实现 的 〈 非 因果 ) ， 必 须 采用 近似 的 方法 。 
我 们 需要 更 进一步 提高 脉冲 整形 滤波 器 设计 ， 以 检测 它们 时 间 响 应 和 频率 响应 
之 间 的 关系 并 且说 明 它 们 该 怎样 设计 。 在 数字 方面 的 设计 将 在 下 一 个 章节 讨论 。 
升 余弦 函数 不 只 是 给 出 某 个 数据 传输 滤波 器 所 需 特 性 的 一 个 增 量 函数 。 实 际 上 
当 它 在 产生 目标 响应 "的 其 他 函数 中 出 现时 ， 这 是 升 余弦 函数 的 一 个 独 有 的 特点 。 
这 个 性 质 非常 简单 并 且 可 以 表示 传输 函数 在 点 wl 周围 的 对 称 性 ， 同 时 在 2w; 范围 
内 具有 线性 相位 。 这 样 来 看 ， 升 余弦 函数 也 只 能 采用 近似 的 方法 得 到 。 
连续 时 间 滤 波 器 的 传输 函数 " ”可 以 写 为 





P,.(s) 
下 (可 志 OCs) ,2m <n (3. 89) 
有 
Pp (8) 三 pe (3.90) 


我 们 现在 采用 对 称 约束 的 方式 对 传输 方程 进行 推导 ， 定 义 方程 组 
yi(w) =cosB(w! +w) 
7a(w) =cosB( wi -w) 
Fi(w) =ReELj(w +w)] 
F,(w) =ReH[j(w, -wow) ] (3.91) 
这 里 2w, 是 相关 频带 上 的 最 高 频率 并 且 6 是 一 个 参数 。 现 在 , 求 出 H(jw)， 使 
它 满足 以 下 条 件 : 
(a) hrg[ Q(jw) ] 在 相关 频带 的 nn 等 距 点 插入 线性 相位 函数 Bw， 即 


20. 
po: -Arg[Q(jw)]=0 w=i: i=0,1,2,,n (3.92) 


于 是 
0 < lwl <2mw， (3.93) 
近似 误差 可 以 随 着 n 的 增 大 而 变 得 任意 小 。 
(b) 在 0<1w| <wl 带 区 域内 检测 的 最 小 均 方差 Fi/Yy, +F,/Yys 近似 为 单位 1。 
我 们 可 以 表明 如 果 条 件 (a) 和 (b) 均 得 到 满足 ， 可 以 得 到 最 小 的 ISI 性 质 。 
因此 ， 这 种 滤波 器 的 脉冲 响应 我 们 可 以 定义 为 
hs(t) =h(t +B) (3.94) 
然后 
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(kT)~0 kh=1, 12, +3,. (3.95) 
它 的 偏离 零 的 误差 可 以 通过 增 大 n、m 以 及 (n -m) 变 得 无 限 小 。 同 样 地 
io(0) ~ 元 了 = 贡 (3.96) 
1 


脉冲 传输 
与 其 把 这 种 任意 脉冲 传输 作为 独立 的 问题 看 待 ， 我 们 不 如 对 上 述 内 容 规 定 的 条 
件 不 加 修改 地 直接 应 用 来 重新 建立 这 个 问题 的 公式 。 为 此 ， 把 滤波 器 的 传输 函数 
H,(s) 转 换 成 两 个 函数 乘积 的 形式 
H,(s) = [I (3)H(s) C3..97) 

这 里 的 II(s*) 是 脉冲 P(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 具 有 传输 函数 及 (s) 的 滤波 器 脉冲 
响应 和 具有 传输 函数 豆 (*) 的 滤波 器 脉冲 响应 是 一 样 的 。 所 以 ， 如 果 我 们 设计 一 个 
具有 传输 函数 H(s) 的 数据 传输 滤波 器 ,使 得 所 (s) 满 足 条 件 (a) 和 (b) ， 那 么 所 得 
到 的 滤波 器 的 脉冲 响应 应 该 具有 所 需 的 性 质 ， 相 应 的 脉冲 响应 及 (s) 也 具有 一 样 的 
性 质 。 


图 3. 26 ~ 图 3.28 展示 了 运用 目前 技术 设计 的 一 个 十 一 阶 脉冲 整形 滤波 器 的 
响应 。 
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图 3. 26 ”十 一 阶 脉 冲 整 形 滤波 器 的 振幅 响应 
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图 3.27 十 一 阶 脉 冲 整形 滤波 器 的 延迟 响应 
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图 3.28 十 一 阶 脉冲 整形 滤波 器 的 脉冲 响应 
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3.12 小 结 


这 一 章 讲解 了 模拟 连续 时 间 滤 波 器 的 设计 。 对 无 源 滤 波 器 和 有 源 滤波 器 的 设计 
问题 进行 了 讨论 ， 同 时 介绍 了 使 用 MATLAB 作为 有 效 设计 工具 的 方法 ， 并 结合 实 
例 进行 分 析 。 这 一 章 的 内 容 很 重要 ， 同 时 也 为 以 后 章节 讨论 的 数字 滤波 器 和 开关 电 
容 滤波 器 做 铺垫 。 无 源 滤波 器 可 以 作为 其 他 类 型 滤波 器 设计 的 模型 和 设计 参考 。 它 
们 也 广泛 应 用 于 射频 (RF) 应 用 中 。 因 此 一 定 程度 的 熟悉 这 些 滤 波 器 设计 ， 会 给 
滤波 器 设计 者 和 研究 人 员 带 来 极 大 的 好 处 。 滤 波 器 设计 方法 应 用 的 一 个 重要 领域 是 
通信 ， 即 数据 传输 。 本 章 通 过 这 方面 的 一 个 综合 应 用 实例 进行 了 总 结 。 


习 题 


下 面 的 问题 中 ， 运 用 (a) 状态 变量 梯 型 无 源 器 件 以 及 〈b) 有 源 电路 进行 滤波 器 设计 。 
3.1 设计 一 个 最 大 平坦 低 通 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 
通 带 : 0 ~0.8MHz， 带 内 衰减 和 1dB。 
阻 带 边缘 在 1.2MHz， 阻 带 衰 减 己 32dB。 
3.2 设计 一 个 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 ， 和 习题 3.1 具有 相同 的 特性 。 并 与 最 大 平坦 滤波 器 比较 所 
需 的 滤波 阶 数 。 
3.3 设计 一 个 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 
通 带 : 0 ~3. 2kHz， 带 内 衰减 <0. 25dB。 
阻 带 边缘 在 4. 6kHz， 阻 带 衰 减 二 32dB。 
3.4 设计 一 个 最 大 平坦 带 通 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 
通 带 : 12 ~ 15kHz， 带 内 衰减 <3dB。 
阻 带 边缘 在 8kHz 和 20kHz， 并 且 两 个 阻 带 边缘 处 最 小 衰减 为 20dB。 
3.5 设计 一 个 切 比 雪夫 带 通 滤波 器 ,具有 以 下 特性 : 
通 带 : 0.8 ~1.6MHz, 带 内 衰减 <0. 1dB。 
通 带 边缘 在 0. 5kHz 和 1.8MHz， 并 且 两 个 阻 带 边缘 处 最 小 衰减 为 50dB。 
3.6 设计 一 个 最 大 平坦 带 阻 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 
阻 带 : 0.7 ~0. 8MHz， 阻 带 衰 减 宇 40dB。 
通 带 边缘 在 0.4MHz 和 1.0MHz， 通 带 最 大 衰减 为 3dB。 
3.7 设计 一 个 切 比 雪夫 带 阻 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 
阻 带 : 10 ~ 12kHz， 阻 带 衰减 二 30dB。 
通 带 边缘 在 8kHz 和 15kHz， 通 带 最 大 衰减 为 0.5dB。 
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4.1 绪论 


本 章 简要 和 严谨 地 回顾 了 模 - 数 转换 过 程 以 及 离散 信号 系统 表示 。 接 下 来 给 出 
了 数字 系统 的 分 类 ， 主 要 讨论 了 线性 移 不 变 系统 。 有 限时 间 脉 冲 响 应 滤波 器 和 无 限 
时 间 脉 冲 响应 滤波 器 的 实现 也 在 本 章 内 讨论 "…'” 。 这 一 章 与 第 2 章 一 样 ， 对 于 初 
级 水 平 的 读者 来 说 可 以 作为 复习 材料 使 用 。 


4.2 ”模拟 信号 的 数字 化 


如 果 定 义 一 个 信号 f(s) 是 连续 时 间 信 号 或 者 模拟 信号 ， 那 么 这 个 信和 号 在 所 有 时 
间 : 上 都 有 意义 。 如 果 f(z) 的 定义 域 是 离散 的 1 值 ， 那 么 它 就 是 离散 时 间 信 号 或 者 
模拟 采样 信号 。 假 设 离散 的 时 间 信 号 f(z) 值 只 能 定义 离散 的 值 ， 并且 每 一 个 值 用 一 
个 码 表示 ， 比 如 二 进 制 码 ， 这 样 的 信号 就 是 所 谓 的 数字 信和 号 。 

数字 化 过 程 的 第 一 步 是 在 固定 的 时 间 间 隔 nT(0，+1，+2,…) 上 对 信号 
f(t) 进行 采样 。 这 就 相当 于 把 连续 信号 的 时 间 变 量 上 变 为 离散 变量 。 通 过 这 种 方 
法 ,我 们 可 以 得 到 一 个 信号 f(n7) ， 它 的 值 在 时 间 7 的 整数 倍数 上 有 定义 ，7 就 被 
称 为 采样 周期 。 这 样 一 个 信号 就 可 以 被 看 作 一 个 数列 : 


{fCnT) | S {fF00), f(T), fC 427) ,| (4.1) 
表示 在 采样 时 刻 的 函数 值 。 如 果 信 号 f(:) 是 因果 信号 ， 即 
fl(i) =0 i<0 (4.2) 
那么 采样 序列 可 以 表示 为 
{fCnT)} S14f(0), f(T), f(27) ,| (4.3) 


在 上 述 符号 中 ， 花 括号 表示 一 整个 序列 ， 同 时 f(n7) 表示 第 n 个 样本 。 然 而 ， 
为 了 方便 一 般 会 省 去 花 括号 ， 让 f(n7) 表示 一 个 序列 或 者 一 个 独立 的 样本 ,并 且 根 
据 上 下 文 确定 它 表示 什么 。 该 做 法 不 会 出 现 混淆 的 现象 。 图 4. 1 所 示 的 是 一 个 因果 
信号 和 它 的 采样 样本 。 

接 下 来 ,离散 时 间 信 号 将 被 量化 。 即 ， 如 图 4. 2 所 示 振 幅 (垂直 ) 轴 方 向 被 
转化 为 离散 的 变量 ,我 们 认为 连续 水 平 范 围 的 值 是 被 允许 的 。 那么 ， 从 序列 
if(n7) 1 中， 我 们 通过 重新 分 配 每 个 f(n7) 的 量化 水 平 值 来 得 到 一 个 新 的 量化 序列 
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1D) flnT) 





0 t 0 了 273747 nT 
a) b) 
图 4.1 
a) 一 个 因果 模拟 信号 b) 它 的 采样 样本 


{fi(n7) |}。 这 里 有 两 种 基本 的 方法 ， 将 会 在 后 面 得 到 讨论 。 最 后 ， 离 散 时 间 量 化 
序列 已 (z7)} 将 得 到 如 图 4. 3 所 示 的 编码 。 这 就 意味 着 序列 1f,(n7)1 中 的 每 个 元 
素 都 由 一 个 编码 表示 ， 最 常用 的 是 二 进 制 编码 。 

如 图 4. 3 所 示 的 取样 、 量 化 和 编码 的 整个 过 程 通常 被 称 为 模 - 数 (A -D) 转 
换 。 在 这 一 章 ， 转 换 过 程 中 的 每 一 步 都 会 进行 详细 讨论 。 





量化 单位 编码 

6 1 {101}{101} 

s a@ 全 二 

4 

| 

2 

1 

0 下 及 季 本 碍 07T 2 37 4 六 
图 4.2 图 4.1 中 的 采样 信和 号 和 量化 单位 图 4.3 例 4.1 中 的 经 过 量化 和 编码 的 
模拟 信号 数字 化 
4.2.1 采样 


4.2.1.1 理想 脉冲 采样 

虽然 自然 界 没有 理想 的 脉冲 信号 ,但 是 用 脉冲 信号 解释 采样 过 程 也 是 非常 有 益 
的 。 定 义 一 个 连续 时 间 (模拟 ) 信号 f(t) 并 且 通 过 周期 脉冲 序列 求 出 它 的 连 乘 
( 见 图 4.4)。 


8 (4) = Bat-n7) (4.4) 
得 到 信号 人 

f(D) = AD) BF at -na7) (4.5) 
或 者 


fl1) = 袜 KnmaG -nT) (4.6) 
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1 | 
t 0 





0 


三 5 一 PT) 


=37 =-27 =- 0 了 27 37 I 
图 4.4 脉冲 调制 的 采样 
这 又 是 一 种 周期 脉冲 序列 ， 每 一 个 凡 n7) 是 函数 成 蕊 第 半 个 采样 时 刻 的 值 。 图 
4.4 所 示 的 是 产生 脉冲 序列 的 脉冲 调制 模型 。 
这 个 脉冲 序列 可 以 作为 采样 信号 。 因 为 第 n 个 脉冲 的 强度 是 f(n7) 的 样本 值 ， 
并 且 如 果 每 一 个 脉冲 都 被 它 的 强度 (面积 ) 所 替代 ， 那 么 我 们 可 以 得 到 一 个 定义 
为 离散 信号 的 集合 |f(n7) | ， 并 且 采 样 过 程 已 经 完成 。 
现在 ， 考 虑 采样 过 程 中 原 连 续 时 间 信 和 号 的 傅 里 叶 频 谱 的 影响 ， 使 


fl(i) oF(w) (4.7) 
并 且 假 定 F(w) 的 带宽 限制 为 ws， 即 
IF(w)|=0 lo1 三 mw。 


将 频率 卷 积 关系 运用 到 f(t) 和 6。(:) ， 这 样 我 们 就 可 以 得 到 采样 信号 的 健 里 叶 
变换 
SLA(#)] = LA() 6 (2)] 


(4.8) 
= SLA) ] *3( PF a(t-n7) ) 
然而 
s( To-n7)) = wo 之 5(w - nwo) pe 
27 志 2 
=- 
所 以 


SL£(:)] = PF(w) 水 > a - 2) (4. 10) 


但 是 在 卷 积 过 程 中 单位 脉冲 是 一 个 恒 等 元 素 。 因 此 ,我 们 有 (T=2m/wo) 
SL[f.(2)] = F,(w) 


到 F(w by nwo ) 
所 以 采样 信号 的 频谱 由 原 时 间 连 续 信 号 的 频谱 F(w) 周 期 扩展 而 成 。 如 图 4.5 


(4.11) 
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所 示 ， 同 时 也 表明 了 采样 过 程 的 重要 结果 。 
图 4. 5b 表示 w。>2w。 情况 下 采样 信号 的 周期 频谱 。 也 就 是 说 采样 频率 为 


wo = 所 (4.12) 


超过 原 信号 频谱 F(w) 最 高 频率 的 2 倍 。 这 种 情况 下 ， 明 显 地 F(w) 可 由 频谱 
F,(w) 通 过 一 个 低 通 滤波 器 还 原 ， 可 化 简 为 


by Fl(@ -rwo) r=1;2,… 


图 4.5c 表示 wo <2w。 时 的 周期 频谱 函数 F,(w)。 这 意味 着 采样 频率 小 于 原 信 
号 频谱 F(w) 最 高 频率 的 2 倍 。 这 种 情况 下 频谱 周期 部 分 出 现 重 和 至 的 现象 称 作 混 
合 。 这 使 得 通过 滤波 还 原 频 谱 FR(w) 不 可 能 实现 。 

图 4.5d 表示 wo = 2w。 时 的 临界 采样 ， 也 就 是 说 采样 频率 正好 是 原 信和 号 频谱 
F(w) 最 高 频率 的 2 倍 。 在 这 种 情况 下 ， 原 则 上 通过 F,(ww) 经 过 一 个 截止 频率 为 wo。 
的 理想 低 通 滤波 器 还 原 频 谱 FR(w) ， 如 图 4. 6 所 示 。 


F(w) ] 





图 4.5 抽样 过 程 中 的 效应 
a) 基带 信号 频谱 b) wo >2w。 时 的 过 采样 频谱 “) wo <2w。 时 的 欠 采 样 频谱 d) wo =2wu 时 的 临界 采样 
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要 防止 出 现 混 又 现象 ， 最 小 采样 
频率 必须 大 于 f(t) 频 谱 F(w) 最 高 频 
率 的 2 倍 。 最 小 采样 频率 称 为 ( 弧 
度 ) 奈 奎 斯 特 频率 ww。 这 些 考虑 会 





得 到 以 下 基本 结论 。 
4.2.1.2 采样 定理 
用 5 信号 的 频谱 带宽 为 ww， 在 图 4.6 通过 一 个 理想 低 通 滤波 器 
采样 频率 为 式 (4.13) 时 ， 可 以 通 对 现 有 信号 的 恢复 
过 它 的 采样 样本 |f(n7T) | 完全 还 原 。 


fy = 下 人 =1/7) (4.13) 
其 中 ，wn =2w。， 信 号 f(i) 由 它 的 样本 序列 |f(n7) | 得 到 


A 5 /Cn7) sinwu(t — nT) 


(en (4.14) 


这 里 
7= 工 = 所 = (4. 15) 


为 了 证 明 这 个 结果 ， 我 们 指出 可 以 让 F,(w) 通 过 一 个 振幅 为 7、 截止 频率 为 
wu 的 理想 低 通 滤波 器 来 还 原 F(w) ， 如 图 4.6 所 示 。 因 此 ， 假 设 临界 采样 频率 是 
F(w) 最 高 频率 的 2 倍 ， 可 得 所 求 滤波 器 的 脉冲 响应 : 


h(t) =3-1[H(jw)] (4.16) 
这 里 
了 lvol<w, 
H(jw) -|o (4.17) 
四 | > 
所 以 
sinwt 
全 一 
OT (4.18) 
_ sinwnt 
wt 
并 且 滤 波 器 的 输出 为 
f(t) = f(t) * h(t) 
= | [ZA PT)6(C7 一 n7)] ee dr (4. 19) 


一 E [fnn)acr — nT) | 


w(t —7) 
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根据 式 〈2. 55) 我 们 可 以 得 到 
_ sinw,(t — nT) 
ft) = 之 成 7) ny (4. 20) 


按照 规定 ， 这 个 表达 式 实际 上 是 一 个 信号 在 采样 值 处 的 插值 公式 。 然 而 ， 当 
F(w) 的 任何 频率 分 量 都 不 高 于 采样 频率 的 一 半 时 ，F(w) 是 可 以 从 F,(w) 还 原 的 。 
由 此 可 见 fi) 可 以 由 它 的 采样 值 还 原 ， 至 少 在 原理 上 可 以 ， 只 有 在 满足 采样 定理 的 
情况 下 可 以 采用 式 (4. 20)。 

从 上 述 对 理想 采样 过 程 的 讨论 我 们 可 以 得 到 以 下 重要 结论 : 

1. 信号 采样 频率 的 选择 ， 是 由 信和 号 f(i) 的 仿 里 叶 频 谱 F(w) 最 高 频率 决定 的 。 
实际 上 ， 在 一 个 频率 ws 处 采样 之 前 ,通常 先 将 信号 带宽 限制 在 ww/2 以 内 ， 这 个 处 
理 是 由 预 滤波 完成 的 。 

2. wn =2w。 时 的 临界 采样 的 信号 重建 需要 一 个 理想 滤波 器 来 完成 。 这 个 滤波 
器 是 一 个 非 因果 系统 ， 所 以 它 本 身 是 不 可 能 实现 的 。 因 此 ， 实 际 上 选择 采样 频率 需 
要 高 于 奈 奎 斯 特 频率 ， 以 便 重 建 滤波 器 有 一 个 可 实现 的 响应 。 例 如 一 个 带 限 为 
3. 4kHz 的 语音 信号 采样 率 为 8. OkHz 而 不 是 临界 采样 率 6. 8kHz。 

3. 目前 为 止 ， 我 们 假设 一 个 信号 九 芒 的 频谱 从 w=0 扩展 到 1w1 =ws， 即 它 是 
一 个 低 通 信号 。 这 种 情况 下 信和 号 完全 由 一 定时 间 间 隔 了 = 1L2 思 = m/w。s。 上 的 值 所 决 
定 。 现 在 考虑 一 个 带 通信 号 ， 它 的 频谱 只 在 以 下 范围 内 存在 : 


woi<lol <w, (4.21) 
如 图 4.7 所 示 。 很 容易 得 出 这 种 情况 下 的 最 小 (弧度 ) 采样 频率 如 下 : 
WN =2(w -wi) (4.22) 


这 种 情况 下 的 信号 重建 ， 必 须 通过 一 个 带 通 滤波 器 。 


F(w) 


—t3 —0w] 0 CO1 D3 外 


图 4.7 带 通信 号 的 频谱 


4.2.1.3 实际 采样 函数 

在 上 一 节 我 们 考虑 了 信和 号 的 瞬时 采样 ， 也 就 是 所 说 的 脉冲 。 尽 管 该 讨论 很 有 意 
义 ， 为 采样 过 程 做 了 合理 的 理论 总 结 , 但 脉冲 采样 在 实际 中 是 不 可 行 的 。 所 以 现在 
我 们 给 出 一 个 更 实用 的 信号 采样 方法 ， 并 且 最 终 给 出 本 质 上 相同 的 结论 。 
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4.2.1.4 自然 采样 

考虑 到 信和 号 .Ai) ， 有 限 带宽 为 w。， 通 过 乘 以 它 的 采样 函数 5S(1) ， 其 中 S(t) 是 
一 个 周期 性 方 波 序列 ， 如 图 4. 8 所 示 。 

方 波 序列 经 过 傅 里 叶 变 换 有 


S(i) = 有 crexp( jkewot) (4.23) 
k=-% 
有 


sin( kmr/T 
= 取 i C24 
这 里 的 7 是 脉冲 宽度 并 且 7 =2m/wo 是 采样 周期 。 用 S(1) 乘 f(i) 的 结果 如 图 
4.8 所 示 ， 该 图 显示 采样 信号 由 脉冲 宽度 为 7 的 序列 组 成 并 且 不 同 振幅 的 顶端 也 随 
着 (1) 的 变化 而 变化 。 采 样 信号 为 
£.(t) = f(i) S(t) 


(4.25) 
= Fel) exp jont) 
它 的 仿 里 叶 变换 为 
no) = (Bodo) ep-jod ee) 
= Eo([ A expl ilw ~ hwo) ld) 
即 
F,(w) = et (4. 27) 
大 = 一 吧 
fn) f(D 
t 2T 1 


S(2) 





图 4.8 自然 采样 
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上 述 公式 表明 ， 除 去 失 配 边 带 F(w - hwo ) 随 着 ok 的 变化 而 变化 ， 采样 信 号 的 
频谱 和 得 到 的 脉冲 采样 信号 相同 ， 其 中 ci 为 采样 函数 5S(i) 的 传 里 叶 系 数 。 频 谱 如 
图 4. 9 所 示 。 很 明显 地 对 于 这 种 类 型 的 采样 ， 信 号 还 原 只 有 在 满足 采样 定理 的 条 件 
下 才能 实现 ， 唯 一 不 同 的 是 傅 里 时 系数 ce ， 但 采样 定理 总 是 正确 的 。 

奈 硅 斯 特 采样 ， 和 上 述 讨论 一 样 ， 是 描述 带 限 信 号 的 经 典 方法 。 最 近 的 研究 
[18] 表明 一 个 带 限 信号 也 可 以 通过 一 种 可 变 带 宽 的 等 振幅 脉冲 蔡 换 可 变 幅 度 奈 奎 
斯 特 采样 来 表示 。 这 样 运用 一 种 两 级 波形 来 表示 一 个 连续 波形 ， 其 优势 表现 在 功率 
被 有 效 地 放大 。 这 是 因为 它 消除 了 放大 器 失真 ， 并 且 不 需要 精确 模拟 振幅 ， 它 需要 
的 仅仅 是 一 个 精确 的 时 钟 来 产生 脉冲 宽度 。 


Fw) 


图 4.9 
a) 基带 信号 的 频谱 b) 经 过 自然 采样 的 信号 频谱 


4.2.2 量化 和 编码 


采样 过 后 ， 模 - 数 转换 的 下 一 步 是 量化 。 这 是 通过 近似 的 方法 将 每 个 样本 值 
f(n7) 通 过 一 个 积分 器 得 到 一 些 基 本 量 9 的 整数 倍 的 值 ， 就 是 所 谓 的 量化 步 长 。 这 
个 操作 如 图 4. 10 所 示 ， 表 明了 量化 器 的 输入 -输出 关系 。 当 步 长 4 固定 时 ， 量 化 
是 统一 的 。 这 里 讨论 的 就 是 这 种 类 型 的 量化 器 。 

在 图 4.10 中 ， 量 化 器 有 一 个 阶梯 特性 ， 产 生 信号 (nT7)。 这 里 有 两 种 主要 的 
方法 通过 f,(n7) 近 似 生成 (nT) 。 第 一 种 方式 称 为 取 整 ， 第 二 种 方式 称 为 截断 。 选 
择 任意 一 种 方法 都 能 准确 定义 量化 的 中 心 特性 。 

图 4. 10 所 示 的 是 取 整 的 方法 ， 这 里 每 个 落 在 (n -1/2)g 和 (n+1/2)g 之 间 的 
样本 值 f(n7) 都 取 整 到 ng。 这 种 方法 最 大 限度 减 小 了 近似 误差 ， 这 将 在 下 一 章 进行 
讨论 。 
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另 一 种 方法 称 为 截断 ， 并 且 把 在 ng 和 (n+1)g 之 间 任 意 妃 z7) 的 值 近似 为 ng。 
为 了 得 到 这 种 情况 下 的 量化 器 的 特性 ， 我 们 把 如 图 4. 10 所 示 的 特性 曲线 向 右 移动 
/2。 

自然 而 然 地 ， 上 面 提 到 的 两 种 量化 方法 ， 介 绍 了 序列 表示 中 的 误差 。 由 于 适当 
的 采样 过 程 不 会 引入 误差 ， 全 部 误差 都 是 在 原 信号 的 近似 过 程 中 、 在 采样 和 量化 之 
后 由 量化 器 引入 的 。 关 于 这 些 误差 的 研究 放 在 下 一 章 。 这 里 它 足以 表明 信号 f(n7) 
可 以 写作 量化 器 输出 (nT) 和 误差 信号 s(z7) 和 的 形式 。 

fl(nT) =f, (nT) +e(nT) (4.28) 

实际 上 , 采样 和 量化 的 操作 顺序 可 以 互 换 ， 虽然 大 部 分 情况 下 都 是 先进 行 采 
样 。 然 而 ， 如 果 我 们 没有 以 高 于 奈 奎 斯 特 频 率 wn 的 采样 频率 w,， 量 化 操作 也 无 法 
进行 。 因 为 在 这 种 情况 下 ， 我 们 对 误差 和 信号 同时 进行 采样 ， 并 且 误 差 信号 的 频谱 
会 扩展 到 零 误差 信号 的 全 部 频率 范围 内 。 所 以 ， 如 果 我 们 没有 适当 增加 采样 频率 ， 
那么 就 会 在 采样 过 程 中 出 现 混 仅 。 

数字 化 过 程 的 最 后 一 步 是 编码 ， 即 把 信号 用 一 个 二 进 制 数 来 表示 。 这 样 就 要 求 
读者 应 该 从 基础 课程 中 熟悉 二 进 制 数 系统 。 


filnT) 





faD 量化 器 filnD) 
b) 


图 4.10 量化 
a) 量化 器 的 传输 特性 〈 取 整 ) ”b) 量化 过 程 的 符号 表示 
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4.3 离散 信号 与 系统 


一 个 离散 时 间 (或 离散 系统 ) 如 图 4. 11 所 示 。 序 列 1f(i) | 或 离散 时 间 信 号 
|f(nz) | 来 自 自然 界 或 来 自 连续 时 间 信 号 每 7 了 秒 抽样 的 结果 ( 见 图 4.11) 如 图 4. 12 
所 示 。 

Z 变换 在 分 析 离 散 信号 和 系统 中 起 着 重要 的 作用 ， 而 拉 普 拉 斯 变换 主要 用 于 分 
析 连 续 时 间 信 号 和 系统 。 一 个 序列 的 单 边 Z 变换 定义 为 

F(z) = ZIf(n)! 


= 所 的 (4. 29 ) 


{fA()} 离散 系统 {8(n)} 


图 4.11 一 个 离散 系统 由 一 个 输入 序列 产生 一 个 输出 序列 


{f(n)} 





lzl=1 


5-plane z-plane 


图 4.13 5 平面 和 ZZ 平面 映 射 图 
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一 个 因果 序列 的 拉 普 拉 斯 变换 和 2 变换 是 一 致 的 ， 如 果 我 们 定义 
zl=exp( -Ts) 
Z 平 面 和 5S 平面 相对 应 的 关系 如 图 4. 13 所 示 。 
Z 变换 的 基本 性 质 包括 : 
Zla{lfi(n)|} +b{f(n)}]=F(z) +F,(z) 


Zifl(n-m)| = "AE a™ Sf 一 舱 康 


Zlf(n-m)|} =z™F(z) te" TA —k)zt 
Z[ fi(n)} {h(n)|]=F(2)F,(z) 
=Fa(z) F(z) 
并 且 有 
2[ Ef lmpln-m))|= 2( Efln -mhm)) 


=F(z)F,(z) 
2 逆 变 换 可 以 通过 已 知 序列 的 Z 变换 的 反 积分 得 到 


茂 疡 豆 0) 


(4.30) 


(4.31) 


(4.32) 


(4.33) 


(4. 34) 


(4.35) 


(4.36) 


一 个 有 理 函 数 的 逆 变 换 可 以 通过 部 分 分 式 得 到 。 考 虑 到 一 个 有 理 函 数 F(z) 可 
以 写作 


PK 
D(z ) 
_ Pu(z™) 
= 
I — pz ) 
接 下 来 ， 得 到 函数 的 部 分 分 式 扩 展 为 
a 
F(z) = > ED 


r=1 1 > 和 


这 里 极点 为 z=p,。 然 而 ,扩展 中 的 每 个 元 素 ， 对 序列 进行 Z 变换 
arp” n=0 


wl=| 
0 n<0 
所 以 ， 整 个 函数 的 Z 递 变换 是 所 有 序列 之 和 


到 (六 = 





N 
ap" n 宇 0 
vol 
0 大 闫 人 0 


(4.37) 


(4.38) 


(4. 39) 


(4.40) 
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如 果 两 个 序列 {f(n)| 和 |g(n)|} 的 Z 变换 为 F(z) 和 G(z)， 那么 F(z)G(z) 的 复 
数 卷 积 定义 为 


OY 去 二 起 (ec( 三 ) 汪 (4.41a) 
或 
ta 二 (6) 各 (4.41b) 
这 是 两 个 序列 乘积 的 Z 变换 
{ql(n)} =1{f(n)} lg(n)! (4.42) 
这 里 是 说 点 对 点 的 相 乘 。 


4.4 数字 滤波 器 


线性 时 不 变 系 统 的 一 个 重要 的 分 类 是 一 个 由 常 系数 线性 差分 方程 描述 的 数字 滤 
波 器 : 


M N 
(HY 三 Ri) 一 2 bitn ~ 7) M<N (4.43) 
对 上 式 进行 Z 变换 ， 上 述 公式 可 以 转化 为 z 的 代数 方程 式 ， 如 下 所 示 : 
M N 
G(z) = F(z) > az — G(z) 2 bz™ (4.44) 
r=0 r=0 
因此 系统 的 传输 函数 豆 (z) 可 以 表示 为 
_ C2) 
H(z2) = F(z) (4.45) 
基于 式 (4. 44) 化 为 一 般 形式 
M 
放 
H(z) = —— 一 (4.46) 
1 十 bz 


r=0 

这 是 一 个 在 Z 域 中 输入 输出 关于 z( 或 z-1) 的 有 理 函 数 。 这 个 公式 描述 了 一 个 传输 
函数 系统 的 输入 输出 经 过 Z 变换 的 比值 。 它 是 一 个 z 的 有 理 函 数 ， 和 2 域 中 输入 输 
出 有 关 。 如 果 该 函数 只 有 零点 〈 它 的 分 母 =1) ， 它 是 有 限时 间 脉 冲 响应 〈FIR) 类 
型 。 如 果 它 同时 具有 极点 和 零点 ， 则 是 无 限时 间 脉 冲 响应 〈IR) 类 型 。 

使 传输 函数 中 的 一 "exp(j7w) ， 就 可 以 从 传输 函数 中 得 到 系统 的 频率 响应 。 这 
个 函数 的 幅度 就 是 振幅 响应 ， 而 相位 就 是 相位 响应 ， 它 们 共同 构成 了 系统 的 频率 
响应 。 

一 个 离散 系统 ， 如 果 传输 函数 的 所 有 极点 都 在 Z 平面 的 一 个 单位 圆 里 ， 那 么 
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该 系统 是 稳定 的 ， 这 和 复 频 域 的 左 半 平面 相对 应 。2Z 平面 和 5 平面 之 间 的 映射 关系 
以 及 双 线 性 面 如 图 4. 14 所 示 ， 后 者 在 滤波 器 的 设计 中 尤为 重要 ， 定 义 为 


(4.47) 


(4. 48 ) 





s-plane 入 -plane z-plane 


图 4.14 相关 的 三 个 平面 间 的 映射 


一 个 包含 基本 模块 的 数字 滤波 器 (如 图 4. 15 模拟 环境 所 示 ) 如 图 4.16 所 示 ， 
这 些 模块 包括 加 法 器 、 乘 法 器 和 单位 延迟 。 这 些 基 础 模块 使 得 滤波 器 的 传输 函数 可 
以 用 硬件 或 者 软件 实现 。 


采样 数据 滤波 器 





图 4.15 模拟 环境 中 的 数字 滤波 器 


一 个 IR 滤波 器 可 以 直接 以 图 4. 17 的 方式 实现 ， 或 者 通过 级 联 或 并 联 方 式 
实现 。 
对 一 个 级 联 的 实现 方式 ， 我 们 可 以 得 到 
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fi(nT) 
F(z) 


blnT) 


Ms 


gnT)= 2 fi(nT) 
F,(z) 


i 


1 


天 


CGI= 之 万 () 


0D 


g(nT)=af(nT) 
CC) =af(z) 





g(nT)=f(nT-7) 


G(z) = zl! F(z) 
©) 


4.16 数字 滤波 器 的 基本 模块 





图 4.17 
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H(z) = LI) (4.49) 
这 里 有 一 个 典型 的 二 次 因子 形式 为 
2 


本 QOK 十 Qnz 下 QZ 


Ws 1 +Bipz™! +B2rz™ a 
可 通过 图 4. 18 实现 。 
一 个 可 能 的 一 阶 因子 形式 为 
i (4.51) 


1 +Birz 


可 通过 图 4. 19 实现 。 然 后 各 独立 部 分 可 以 如 图 4. 20 所 示 级 联 在 一 起 。 





图 4.18 如 式 (4.50) 的 一 个 二 阶 传输 函数 ”图 4.19 如 式 (4.51) 的 形式 的 一 阶 传输 函数 


| “0 | 


图 4.20 一 个 数字 传输 函数 的 级 联 实现 
作为 一 种 选择 ,传输 函数 可 以 分 解 为 


r=l -1 
Qoi + OQ1iz Qr 
Wy 这 
(2) i=1 1 + Biiz™ +Biz™ 1 +B.z-1 


本 高 (4.52) 
i=1 


然后 ， 每 部 分 可 以 如 图 4 21 或 图 4 22 所 示 来 实现 ， 并且 每 部 分 可 以 通过 
如 图 4. 23 所 示 的 并 联 形式 连接 。 


Q0i 








图 4.21 如 式 (4.52) 的 二 阶 传输 函数 图 4.22 如 式 (4.52) 的 一 阶 传输 函数 的 扩展 
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4.24 ”FIR 传输 函数 的 实现 


4.5 小 结 


本 章 主要 回顾 了 离散 信号 和 系统 ， 首 先 从 模 - 数 转换 开始 ， 之 后 产生 一 个 离散 
信号， 最 后 通过 一 个 数字 系统 来 进行 量化 和 编码 。2 变换 作为 基本 的 分 析 工 具 对 其 
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进行 了 介绍 ， 并 且 基 于 在 数字 滤波 器 中 的 重要 性 ， 本 章 也 对 双 线 性 变量 做 出 了 讨 
论 。 本 章 着 重 分 析 了 典型 的 线性 时 不 变 系 统 。 本 章 可 以 作为 参考 知识 的 简单 回顾 ， 
并 且 在 本 书 中 是 独立 存在 的 。 


习 题 
4.1 求 出 以 下 序列 的 2 变换。 
人 
(5 1 = 到 
(e) 10,1;2,3,°=} tal 
(d) {10,1,4,9,*…|=|n| 
Ce) {Le 


(5 tne [rl 
(g) |sinan| 
(h) {cosan! 
(i) le- ”singn| 
(j) le ™cosBn| 
4.2 和 拉 普 拉 斯 变换 一 样 Z 变换 可 以 用 相同 的 方法 来 解 差分 方程 。 首 先 差 分 方程 经 过 Z 变换 并 
且 解 出 所 需 的 3 域 变量 。 然 后 经 过 逆 变 换 得 到 对 应 的 序列 。 用 这 种 方法 ， 求 解 下 面 不 同 的 
差分 方程 。 
(a) fln) -4f(n -2) =0,f( -1) =0,f( -2) =2 
(b) fl(n+1) -An) =2n+3, f(0) =a 
(ce) fln) +4f(n -1) +3f(n-2) =n-2,f( -1)=f( -2) =2 
4.3 ”运用 2Z 变换 求解 下 列 差分 方程 。 
3f(n+1) +2g(n) =5 
fln) -ge(n+1)=3 
有 f(0) =g(0) =1。 
4.4 求 出 两 个 离散 序列 的 卷 积 并 绘图 。 
[wa(za) -u(rn-4)} 和 {ui(n) -u(rn-9)| 
4.5 求 出 下 列 函 数 的 Z 逆 变换 ， 假 设 原 序列 是 因果 序列 。 
Se 
4.6 写 出 如 图 4. 25 所 示 的 系统 的 差分 方程 。 
4.7 求 出 习题 4.6 所 示 系 统 在 2Z 域 中 的 传输 函数 。 
4.8 下面 每 个 差分 方程 中 ，{f(n)| 是 一 个 线性 移 不 变 系统 的 输入 ， 并 且 |g(n)| 是 它 的 输出 。 
求 出 每 个 系统 的 传输 函数 并 判断 其 稳定 性 。 
(a) g(n) =2g(n-1) -ga(n-2) +3f(n) +f(n -1) 
(b) g(n) =f(n) +2f(n -1) +g(n—1) +4g(n—2) 
(c) g(n) =0. 1f(n) +0.5f(n—1) -0.6f(n—2) +0.3g(n—0) +0.5g(n -2) +0.7g(n-3) 





4.9 


4. 10 


4.11 
4.12 
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判断 下 列传 输 函数 是 否 是 稳定 的 。 
(a) H(z) =2— + ) 


4-2z-! +2-2 


"11 de! 
By HD 一 
(b) H(z) 4+3z-1+2z-2+z-3 +z-4 


求 出 FIR 的 传输 函数 的 直接 非 递归 实现 。 
H(z) =1+2z-1+z-2+4z-3+7z-4+10z-5 
求 出 习题 4. 9 中 系统 的 直接 典型 形式 实现 。 
求 出 下 列传 输 函 数 的 直接 典型 形式 ， 二 次 级 联 形式 以 及 并 联 形式 。 
-1\3 
Ca) TU = FT 过 +0.2z-2) 
加 (i +z-! 
(b) H(z) = F511 12 7 53 


5 数字 滤波 器 设计 


5.1 绪论 


本 章 将 详细 讨论 数字 滤波 器 设计 技术 。 首 先 ， 重 点 放 在 概念 组 织 和 设计 的 分 析 
方法 上 。 之 后 本 章 详细 介绍 了 如 何 使 用 MATLAB 作为 一 种 有 用 的 电脑 辅助 设计 工 
具 。 本 章 还 给 出 了 大 量 实例 分 析 以 及 计算 机 辅助 的 设计 方法 。 


5.2 总 则 


与 第 3 章 研究 的 模拟 滤波 器 情况 相同 ， 数 字 滤 波 器 在 频 域内 的 设计 可 以 通过 以 
下 流程 来 完成 : 

(a) 关于 滤波 器 的 设计 要 求 通常 用 来 得 到 滤波 器 的 稳定 传输 函数 。 这 是 一 个 
近似 的 问题 。 

(b) 滤波 器 的 传输 函数 一 旦 确定 ， 可 以 运用 第 4 章 的 知识 来 进行 实现 。 这 是 
综合 与 实现 的 问题 ， 它 的 结果 仅仅 需要 得 到 传输 函数 系数 。 

一 般 IIR 滤波 器 的 传输 函数 的 形式 如 下 : 


H(z) = 一 二 一 一 


1 + 汪 
2 
BNw(z-) 
特殊 情况 下 的 FIR 滤波 器 可 以 通过 使 得 By(z-!1) =1 来 得 到 。 因 此 一 个 FIR 数字 滤 
波 器 的 传输 函数 式 以 多 项 式 的 形式 表示 为 


MM 
H(z) = DD aa 【信也 
n=0 


通过 式 (5.3) 可 以 得 到 滤波 器 的 频率 响应 
z—exp(jwT) (5.3) 


(3.1) 





所 以 


5 数字 滤波 器 设计 81 


M 


> onexp( - jnwo7) 
HB epi jw] 二 = (5.4) 
1 + > nexp( — jnwT) 
r=1 
它 可 也 写成 如 下 形式 : 
Hl exp(jo7) ] = |H[exp(jwT) ] lexpLjy (wT7)] ($5.3) 


这 里 的 | 有 (exp(jw7) ) | 是 滤波 器 的 振幅 响应 并 且 yw(w7) 是 滤波 器 的 相位 响应 。 
明显 地 
[HL exp(jwT)] |? = H(z) H(z ) | -sdiom (5.6) 
根据 及 (z) ， 我 们 可 以 得 到 相位 函数 (wT) 和 群 延迟 7.(w7) 。 对 式 (5.5) 两 边 求 
对 数 可 以 得 到 
lnH[ exp(jwT) |] = ln|H[exp(jw7T)] |+ 这 (o7) 


= FIn| HLexp(jo7) JHLexp( ~ jo7) ]} + jy(w7) 








C57 
即 如 果 使 得 
(之 
下 (未 三 -去 | (5.8) 
然后 
ywT) = -jy(z) (ein (5 
得 到 群 延迟 为 
Te(o7) =- WD 
三 i . dexpCjwoT) 
dz z=exp(jwT) dw 
= 7[: |] (5. 10) 
(jw7) 
exp(]Jw 
然而 ， 由 式 (5.8) 得 出 
_dy(z) _ 1 人 [mn A] 
dz 2 H(z-!) 
"i H'(z ,十 再 '(z-1) 
= 让 时 3 | (5. 11) 
所 以 式 (5. 10) 中 的 群 延迟 变 为 
罗 了 H'(z 最 的 
Te a) 2 4 H(z 闻 3 全 exp(jwT) 0 


或 者 
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7T(o7) = 7Re[ :和 人] 


z=exp(jwT) 


& TRe[z SlnH(z) ] (5. 13) 
z=exp(ju7) 
由 此 可 见 ， 通 过 计算 它 的 振幅 、 相 位 以 及 延迟 响应 ， 式 (5.4) ~ 式 (5. 13) 可 以 用 作 
任意 滤波 器 的 分 析 。 
现在 ， 对 于 一 个 数字 滤波 器 的 实现 ， 它 的 传输 函数 可 以 z 为 变量 进行 表示 ， 如 
式 (5.1) 一 样 。 然 而 ， 作 为 一 个 近似 问题 的 结果 ， 运 用 式 (5. 14) 中 的 变量 更 为 
便利 








A =tanh Ts 
= + C5. 14) 
这 在 第 4 章 中 进行 过 介绍 。A 与 :有 关 
_1=2 
-a (5. 15a) 
或 者 
-1 1-A 
Zz | A (5 13b) 
因此 一 个 形 如 式 (5. 1) 的 数字 传输 函数 通过 式 (5. 15b) 可 以 等 价 转换 为 
忆 (AY 
BA) = (CA) mn (5. 16) 


这 里 ,为 了 保证 稳定 ，Q, (A) 必须 严格 是 关于 和 的 赫 维 效 多 项 式 。 

在 第 4 章 里 详细 地 讨论 了 5 面 、2Z 面 以 及 和 平面 之 间 的 映射 关系 ， 如 图 4. 14 
所 示 。 运 用 和 变量 的 优势 是 能 通过 改变 模拟 滤波 器 的 传输 原 函 数 直 接 得 到 振幅 导 
向 型 的 数字 滤波 器 ， 这 在 第 3 章 中 讨论 过 。 

根据 双 线 性 变量 人， 通过 使 一 jw 可 以 得 到 滤波 器 的 频率 响应 ， 即 


A—j2 (S17) 
这 里 
1 
2 =tan 了 To 
=tanmr 上 (5. 18) 
WN 


并 且 wN 是 弧度 采样 频率 。 如 果 是 临界 采样 ,那么 ww 是 奈奈 斯 特 频率 ， 它 是 
采样 信号 带宽 内 最 高 频率 的 2 倍 。 在 jw 轴 上 ,， 式 (5.16) 变 为 
Pn (j0) 
Q,(j0) 
= |H(jQ) lexp[ jy (0) ] (5. 19) 


H(iQ) = 
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群 延 迟 是 
Te(o7) = -WA 





s=jw 
2 _ WA) dA 
- dA ds |.-ijo 


-了 /1_)2 喧 CA) 
ei A) dA 








(5.20) 
s=jw 


或 
7,(0) = -Re(1 + ) WA 
它 也 可 以 表示 为 


-于 QA Pai(A) 
Te(0) =T(1 + )Rel Gl (5. 22) 


现在 我 们 来 讨论 IIR 和 FIR 滤波 器 的 近似 问题 。 振 幅 导 向 型 和 相位 导向 型 的 设 
计 都 被 涵盖 其 中 ， 但 是 仅 对 FIR 滤波 器 进行 振幅 选择 性 以 及 通 带 内 相位 线性 讨论 ， 
这 里 相位 线性 度 的 讨论 以 一 种 较为 简单 的 方式 进行 。 





(5; 21) 
A=j0 








5.3 IIR 滤波 器 的 振幅 导向 型 设计 


5.3.1 低 通 滤波 器 
IIR 数字 滤波 器 的 幅度 二 次 方 函 数 ， 可 以 从 式 (5.16)、 式 (5.17) 写作 
Ea 
m 
CiD) =o nF 
Dp 
二 三 一 (§.23Y 
by 
r=0 
IHI2 





0 wo wN/2 ON w 


图 5.1 理想 低 通 滤波 器 特性 
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由 于 变量 Q =tan( mw/wn ) 的 周期 性 ， 该 幅度 二 次 方 函数 在 第 4 章 中 进行 过 讨 
论 ， 是 w 的 周期 函数 ， 所 以 


对 于 -wm<0<wm 有 一 + < <tl (5.24) 
WN 了 
然而 ， 采 样 定 理 使 得 有 用 带宽 的 范围 被 限制 为 
0<J2!l<0.5 (5.25) 
WN 


理想 低 通 滤波 器 振幅 特性 如 图 5. 1 所 示 ， 这 里 的 虚线 代表 假定 响应 的 周期 特 
性 。 然 而 ， 如 果 输 入 信号 被 带 限 低 于 ww/2， 那 么 大 于 wn/2 的 频率 就 被 排除 在 外 。 
如 果 不 是 该 种 情况 ， 则 会 出 现 混 又 现象 。 

现在 ,考虑 一 个 模拟 滤波 器 低 通 原型 的 传输 函数 





H(s) = 也 (9) mn (5.26) 
它 的 振幅 响应 
[Nn (jw) | 
-J m 
|H(jw) | = |D Go) Ez (5.27) 


该 振幅 响应 是 通过 带 通 边缘 在 w = 1 处 的 最 佳 标 准 得 到 的 。 在 模拟 函数 中 ， 
使 得 


1 1 





Re (5.28) 
这 里 
=tanr 站 (5. 29) 


并 且 wo 是 所 求 数字 滤波 器 的 实际 通 带 边缘 。 式 (5. 28 ) 将 模拟 函数 转化 为 数字 
形式 
P(A) 
Qn.(A) 


| 五 IHI? 


(5. 30) 





H(A) = 


Cos w 0 wo Cs1 Ww? ON 人 2 中 


图 5.2 进行 双 线 性 变换 
a) 模拟 低 通 滤波 器 特性 b) 数字 域 特性 
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振幅 响应 定义 为 
|P,.(j0) 上 
|Q,(j0) |? 
被 式 (5.28) 定义 的 双 线 性 转换 具有 以 下 基本 特征 : 
(1) 在 模拟 原型 中 的 w=1 转换 为 数字 域 的 wo。 点 w =0 被 转换 为 相同 的 点 
w=0， 由 于 = % 对 应 采样 频率 的 一 半 ， 所 以 w = % 被 转换 为 w =wn/2。 
(2) 模拟 函数 的 稳定 性 在 转换 下 仍然 被 保存 ， 由 于 由 式 (5.28) 所 得 的 分 母 
Q。(A) 被 确定 是 严格 的 关于 A 的 霍 维 兹 多 项 式 ， 所 以 保证 了 数字 函数 的 稳定 性 。 
(3) 模拟 滤波 器 在 jw 轴 的 性 质 被 转换 为 jw 轴 的 相似 性 质 。 它 对 应 Z 平面 的 
单位 圆 。 然 而 ， 只 有 周期 性 才 适 用 于 这 种 状况 。 
(4) 所 得 的 传输 函数 都 是 具有 实 系数 的 z- 的 有 理 函 数 。 
如 图 5. 2 所 示 是 一 个 理想 模拟 滤波 器 低 通 原型 响应 到 数字 域 响应 的 转换 。 映 
射 为 


|H(jQ) |? = (5. 31) 


w=0—0w =0 
四 =] 一 ww = wo (5 32} 
W = %—0 = WN/2 
阻 带 现在 从 某 个 固定 的 频率 ws 扩展 为 一 半 的 采样 频率 ww/2。 假 定 滤波 器 的 输 
入 满足 采样 理论 ， 带 限 为 ow/2。 
从 上 述 讨论 中 得 出 ,我 们 可 以 通过 转换 式 (5. 28) 得 到 数字 域 的 最 大 平坦 滤 
波 器 、 切 比 雪 夫 滤 波 器 或 者 椭圆 滤波 器 。 所 以 我 们 得 到 以 下 几 种 情况 。 
5.3.1.1 双边 带 的 最 大 平坦 响应 
使 式 (3.31) 中 的 s 一 /2 ， 我 们 得 到 
K 


BD i (5. 33) 
I [A -jexpGje,)] 
这 里 





mT r=1,2,: (5. 34) 
二 二 二 二 汪 吉 贞 过 二 加 大 全 当 且 (0) =1 时 玉 =1。omo 为 增益 下 降 了 
3dB 时 的 角 频 率 。 在 Z 域 中 ,在 式 (5.33) 中 调用 式 (5. 28)。 
Bd (5.35) 
U{[ 交 - jexp(j9,) | - [六 + jexp(j0,) | } 
它 可 以 由 第 4 章 所 讲 的 方法 实现 。 产生 的 响应 可 以 通过 让 


得 到 ， 这 得 出 
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| 有 (ji2) |? = (5.37) 


机 Ts 
对 应 它 在 w =0 周围 有 2nm -1 个 零 导 数 点 ， 它 在 人 =0 周围 也 有 2n -1 个 零 导 
数 点 。 同 样 可 以 得 到 在 Q = m 周围 具有 2n -1 个 零 导 数 点 ， 所 对 应 的 wn/2 周围 也 
有 2n -1 个 零 导 数 点 。 
为 了 确定 所 求 滤波 器 的 阶 数 ， 使 其 特性 如 下 : 
通 带 为 0<w<wo。， 衰 减 <3dB 
阻 带 为 w, 志 w 万 ws， 衰减 二 a,dB 
现在 我 们 指出 阻 带 在 数字 域 必须 是 有 限 的 ， 在 低 于 采样 频率 的 一 半 处 截止 。 我 
们 选择 的 采样 频率 至 少 是 相关 带宽 最 高 频率 的 2 倍 。 因 此 ， 我 们 需要 


(5. 38) 


假设 我 们 进行 临界 采样 ， 所 以 式 (5.39) 满足 性 质 
WN 二 20 (5.40) 
接 下 来 ， 通 带 被 确定 为 
Qs (5. 41) 
WN WN 
并 且 阻 带 的 范围 为 
和 二 (5.42) 
CN WN 
然后 ， 通 过 在 2 域 定义 带宽 得 到 相应 的 人 2 值 如 下 ， 定 义 为 
通 带 0<O<Ao 
阻 带 C <02<0, (=%) (5.43) 
这 里 
Wo 
{» = I (5. 44a) 
{21 =tanT < (5. 44b) 
WN 
0, =tanm = = (5. 44c) 
当然 ， 如 果 采 样 频率 高 于 2w,。 ， 那 么 阻 带 被 定义 为 
0 12<0, (5.45) 


这 里 ， 我 们 得 到 式 (5. 46) 而 不 是 式 (5. 44c) 
1, =tanm “2 (5. 46) 


最 后 ， 所 求 滤波 器 的 阶 数 通过 在 式 (5. 和) 代入 式 〈3.20) ， 同 时 w, 一 Q247 
{2 。 得 出 
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log(10°'™ -1) 
nen B70 (5.47) 


表示 特性 的 另 一 种 形式 可 以 写 为 
最 大 通 带 衰减 =a， wwo 
最 小 阻 带 衰 减 =a， w 宇 wa (5. 48) 
在 这 种 情况 下 式 (5.47) 可 以 用 来 确定 经 过 Q2 域 转换 后 的 阶 数 ， 有 
0.la，_ 
log( 2 la = 

n> Zlog( 0 /0% ) (5. 49) 
例 5.1 设计 一 个 IIR 最 大 平坦 数字 滤波 器 ， 具 有 以 下 性 质 : 
通 带 0 ~ 1kHz 内 的 衰减 <1dB 
阻 带 2 ~4kHz 内 的 衰减 三 20dB 
答案 : 假设 是 临界 采样 ， 相 关 带 宽 的 最 高 频率 为 4kHz， 选 择 采 样 频率 为 它 的 2 

倍 ， 该 值 为 





a (27)8 x103 
所 以 , 在 只 域 我 们 有 


1 =tan =0.4142 


(121 i 


8 

利用 式 (5. 49) ， 所 求 滤波 器 阶 数 为 

W3373 

所 以 我 们 取 n=4。 

滤波 器 的 传输 函数 可 以 通过 式 (5.35) 和 nn 求 出 ,并 且 可 以 通过 直接 并 联 或 
级 联 的 方式 实现 ， 和 第 4 章 中 讨论 的 一 样 。 
5.3.1.2 切 比 雪夫 响应 

使 得 式 (3.36) 的 分 母 中 s 一 A/2,， 我们 得 到 


HY -H(AY 三 一 一 (5. 50) 


1T( 充 + [nsing, + j(1 + 太 )22cosb,] ) 


这 里 b, 由 式 (5.34) 给 出 并 且 
7=sinh( 二 sinh- =) (5,531) 
H(A) 的 分 子 是 一 个 任意 常数 六 ， 由 于 数字 滤波 器 的 增益 可 以 任意 调整 ， 例 如 


在 模 - 数 转换 器 阶段 ， 和 无 源 滤波 器 的 情况 一 样 并 不 局 限于 采用 一 个 统一 的 最 大 
值 。 再 次 ， 切 比 雪夫 滤波 器 的 2 域 表现 形式 如 下 : 
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H(z) es (5.52) 


这 里 
y, =cos(sin™!jm +0,) (5..53) 

显然 , 使 式 (3.25) 中 w 一 (01 ) ， 所 得 的 传输 函数 有 一 个 幅度 二 次 方 函 
数 为 
RR 
1+e212(OADo) 

这 里 的 7,( 人 72 ) 是 式 (3.26) 和 式 (3.67) 确定 的 切 比 雪夫 多 项 式 ， 并 且 e 
是 纹 波 因子 。 

1H(jQ) | 在 通 带 内 有 一 个 最 优 的 等 纹 波 响应 ， 并 且 在 Q = om 处 即 在 wn/2 处 
有 2 -1 个 零 导 数 点 。 

为 了 确定 所 求 的 滤波 器 的 阶 数 ， 在 式 〈5.44) 中 特性 被 转换 到 0 域 ,然后 使 
用 式 (3. 24) 。 使 得 特性 变 为 

通 带 : 0<w<w。， 衰 减 <a,; 

阻 带 ; wj 和 wo ， 训 减 三 av。 (5.55) 

选择 wN 三 2ws， 并 且 通 过 式 (5.44) 估算 2% 和 24， 我 们 接着 运用 式 
(3.24) 可 得 到 滤波 器 阶 数 

n= (10°%) = 1] 
| cosh -1 (11/0%) 

例 5.2 设计 一 个 切 比 雪夫 低 通 数字 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 

通 带 : 0 ~0. 5kHz， 纹 波 为 1dB。 

阻 带 边缘 : 0. 7kHz， 豪 减 宇 40dB。 

采样 频率 : 2kHz。 

答案 : 从 式 (5.44) 得 2 域 值 为 

证 总 


人 =tanmr 3 =1 


[HCO) | (5. 54) 


(5.56) 


并 且 式 (5.56) 给 出 了 所 求 的 滤波 器 的 阶 数 为 n=6， 并 且 
BE= (100 二 =1 =(10%% 1) =0.1526 

所 以 从 式 (5. 51) 得 到 的 辅助 参数 为 
=sinh( sinh -001556] =0.443 


最 后 ， 滤 波 器 的 传输 函数 可 以 通过 式 (5.51) ~ 式 (5.53) 得 到 
H(z) =Hi(z)H,(z)H;(z) 
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_ 0. 426 +0.851z -1 +0.426z- 
Hi (z) = Me 
+0. 103z-1 +0. 805z 
_0.431 +0. 863z-! +0.431z-? 
Ws 1 —0.266z-! +0.459z-? 
(2) -2.472+0， 944z-1 +0. 472z-? 
3 1-0.696z-! +0.192z-2 

并 且 可 以 实现 ， 如 图 4. 18 所 示 的 二 阶 部 分 可 以 用 作 到 (z)、H(z) 以 及 (z)， 
然后 ， 所 得 的 结果 可 以 采用 如 图 4. 20 所 示 的 级 联 进行 连接 。 
5.3.1.3 椭圆 函数 响应 

椭圆 低 通 滤波 器 的 传输 函数 可 以 同样 地 由 式 (5.28) 得 到 ， 并 且 通 式 可 以 用 
在 模拟 椭圆 传输 函数 中 Ls] 。 过 程 由 下 面 的 例子 表示 。 

例 5.3 一 个 三 阶 低 通 椭圆 模拟 滤波 器 的 传输 函数 如 下 : 


0. 314(s? +2. 806) 
H(s) = 
(s+0.767)(s +0.453s +1.149) 


这 里 给 出 了 0. 5dB 的 通 带 纹 波 并 且 对 于 w/w 三 1.5 的 最 小 阻 带 衰 减 为 21dB。 
用 这 个 原型 函数 去 设计 一 个 数字 滤波 器 ， 它 带 通 边缘 为 500Hz， 并且 采样 频率 
为 3kHz。 
答案 : 从 滤波 器 特性 及 式 〈5. 44) 知 
{2% = tanm 000 =0. 577 
因此 ， 进 行 双 线 性 转换 得 数字 传输 函数 
H(z) = {1+0. 126z -1\ /1.177 -0.079z7! +1.1778z- 
=| 1 -0.386z-1 ) 人 1 -0.75z-1+0.682z-? ) 
=H'(z)H,(z) 
该 滤波 器 可 以 通过 如 图 4. 19 所 示 的 传输 函数 的 一 阶 函 数 五 (z) 级 联 或 者 如 图 
4. 18 所 示 的 传输 函数 的 二 阶 函数 村 (z) 级 联 实现 。 


5.3.2 高 通 滤波 器 


在 3.3 节 中 的 模拟 低 通 原 型 传输 函数 也 可 以 用 来 获得 高 通 数 字 传 输 函 数 。 它 可 
以 通过 转换 得 到 





(2 1+z-! 
ped (5.57) 
这 里 
到 oo 
和 ia (3.34) 


在 这 里 wo 是 高 通 滤波 器 的 通 带 边缘 ， 转 换 如 图 5. 3 所 示 。w =0 的 点 转换 为 
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wn/2 并 且 w = om 点 转换 为 w =0。 


IHI? Ial? 


天 2 KR? 


a) b) 


图 5.3 应 用 转换 式 (5.57) 得 到 一 个 高 通 数 字 传 输 函数 
a) 模拟 低 通 特性 b) 数字 带 通 特性 


通 带 现在 的 范围 为 
wo |w|<wn/2 (5.59) 
所 得 的 传输 函数 是 通过 转换 式 (5.57) 和 3.3 节 中 的 表达 式 求 出 的 。 最 大 平 
坦 和 切 比 雪夫 幅度 函数 为 


a 天 2 
|H(j0) | = (5.60) 
和 
i 
IH(jQ) | = CD) (5. 61) 
为 了 得 到 滤波 器 的 阶 数 ， 使 它 的 特性 如 下 : 
通 带 : Wo wwN/2, 衰减 <a,dB (5.62) 
阻 带 : 0 三 w 和 oo, ， 训 减 三 a,dB 
同时 
到 0 
me (5.63) 
0 ta 
CN 
最 大 平坦 滤波 阶 数 通过 让 式 (5.48) 中 (2 ) 一 (5/02,) 得 到 
log[ (10%1% -1)Z(l00lo -1)] 
2log( O70 ) WR 
或 者 ， 如 果 通 带 边缘 在 3dB 点 处 ， 那 么 式 (5. 64) 给 出 
元 ;将 log(10°™ -1) (5.65) 


21og( (0/0 ) 
对 于 切 比 雪夫 响应 ， 所 求 滤波 器 阶 数 为 
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cosh-!| ( 10°% la, _ 1)( 10° la, _ 1) ] 172 

ue cosh-1 ((%/0,) cn 

得 到 了 所 需 的 滤波 器 阶 数 ， 模 拟 低 通 滤波 器 原型 就 可 以 得 到 ， 基 于 转换 式 
(5.57) 给 出 数字 高 通 传输 函数 。 


5.3.3 带 通 滤波 器 


又 一 次 地 ， 模 拟 低 通 原型 传输 函数 可 以 通过 一 个 转换 式 得 到 如 下 数字 带 通 
函数 : 





A 0 
[| (5.67) 
这 里 
0 =tanmn 人 ee (5. 68a) 
WN 
0 2 = tanm 2 (5. 68b) 
WN 
0 = (200) (5. 68c) 


这 种 转换 如 图 5.4 所 示 。 频 带 中 心 o 是 任意 的 ， 但 上 边 带 阻 带 几乎 等 于 ww/2， 
通 带 从 wi 扩展 为 w,。 式 (5.15) 可 以 用 来 转换 到 Z 域 以 实现 传输 函数 。 


IaP? 





图 5.4 转换 式 (5.67) 用 来 得 到 一 个 数字 带 通 传输 函数 
a) 模拟 低 通 特性 b) 数字 带 通 特性 


IHl2 





0 O1 sl Os Va CN/2 © 


5.5 ”从 低 通 原 型 到 带 阻 数字 滤波 器 特性 的 转换 
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所 得 最 大 平坦 和 切 比 雪夫 响应 ， 分 别 地 ， 由 式 (5.69) 和 式 (5.70) 表示 。 
HiOpP= -有 5. 69 





[|H(j0) |? = (5.70) 





3 pm 
1+en[s 全 

实际 滤波 器 的 传输 函数 可 以 以 合适 的 模拟 传输 函数 ， 例 如 ， 通 过 式 (3. 20) 
和 式 (3. 36) 。 由 转换 式 (5. 15) 和 式 (5.67) 式 表 示 。 

所 求 的 滤波 器 原型 可 以 通过 替换 式 (5.69) 或 式 (5.70) 的 要 求 ， 在 给 定 的 
频率 和 训 减 值 处 形成 必要 的 方程 。 特 别 的 是 ， 对 于 最 大 平坦 响应 ， 两 个 3dB 的 点 
分 别 出 现 在 w 和 ws 处 。 此 外 ， 这 里 有 两 个 频率 wd 和 ws 对 应 一 个 相同 衰减 值 a,， 
这 两 个 频率 的 关系 为 

sl N 2 
Ds [ (tanr 2 a (en 人] (5.71) 

该 滤波 器 的 设计 严格 遵循 这 两 个 要 求 ， 并 且 响 应 在 2 域 中 关于 0 几何 对 称 。 这 

些 考虑 同样 适用 于 切 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 。 


5.3.4 帘 阻 滤波 器 
可 以 用 一 个 模拟 低 通 原型 函数 的 转换 式 得 到 ( 见 图 5.5)。 


(多 (+ :到 
{2 nn A 
这 里 的 2 和 Q ;同样 由 式 (5. 68) 得 出 ， 但 是 这 种 情况 下 的 w 是 通 带 的 下 边 
界 ，w, 是 通 带 的 上 边界 。 再 次 ， 得 到 的 响应 是 关于 2 几何 对 称 的 ， 所 以 式 (5.71) 
和 前 面 讨论 的 结果 在 这 种 情况 下 都 是 有 效 的 。 


5.4 相位 导向 型 IIR 滤波 器 设计 





《5. 72) 


5.4.1 总 则 


一 个 相位 为 y(0) 的 数字 传输 函数 的 群 延 时 的 形式 如 式 〈5.22) 。 如 果 我 们 学 
试 从 一 个 在 通 带 内 近似 为 线性 相位 的 模拟 传输 函数 得 到 数字 传输 函数 ， 运 用 双 线 性 
转换 式 我 们 可 以 看 出 模拟 滤波 器 的 延迟 性 质 在 这 种 转换 中 不 能 得 到 保持 。 这 是 因为 
因子 (1+ 作 ) 乘 以 了 式 (5.21) 中 的 dy(02)/dQ2。 所 以 ,该 非 线 性 因子 使 得 模拟 
原型 ， 比 如 贝 塞 尔 滤波 器 ， 在 相位 导向 型 滤波 器 设计 中 是 无 效 的 。 此 外 ， 通 过 因子 
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(2 一 kD2) 的 频率 缩放 在 这 里 也 是 不 可 行 的 ， 因 为 因子 (1 + 他 ) 不 具有 缩放 特性 。 
这 需要 在 最 初 传输 函数 表达 式 的 带宽 中 扩展 参数 。 我 们 现在 推导 在 3. 6. 2 节 中 讨论 
的 模拟 低 通 贝 塞 尔 滤 波 器 的 数字 实现 。 


5.4.2 最 大 平坦 群 延 迟 响应 
把 数字 传输 函数 写作 如 下 形式 : 


H(A) = (3; 73,) 


天 
Qn(A) 
这 里 的 天 是 一 个 常数 并 且 Q,(A) 是 一 个 多 项 式 ， 用 来 确定 群 延迟 在 2 =0 处 是 最 大 
平坦 的 。 写 为 


Q,.(A) =M(A) +N(A) (74) 
这 里 的 M( 入 ) 是 0( 和 A) 的 偶数 部 分 ，N( 和 A) 是 Q(A) 的 奇数 部 分 。 考 虑 函数 
中 (A,a) =atanh -IAA (3.75) 
所 以 
tanh($(A,a)) =tanh(atanh -1A) (5.76) 
这 里 a 是 一 个 参数 ， 它 的 意义 很 清晰 ， 并 且 
yAY = (5.77) 


现在 ,如 果 y(A) 和 由 A， a) 一 致 ， 然 后 多 项 式 0,(A) 的 延迟 函数 由 式 (5. 20) 
得 到 
7(A) = - 节 (1 ~- 入) 


a = 
2 (1 A )a attanh A) 


1 
1. = 





. -1 -At)a (5.78) 
= - 字 一 个 常数 


由 上 述 推 导 ,， 我 们 从 有 理 函 数 N(A)/AM(X) 找 到 一 种 近似 tanh ( atanh “* 和) 的 方 
法 ， 即 


MCS ~tanh(atan -1A) (5.79) 
为 了 达到 目的 我 们 写作 
1 _ sinh(atanh -1A) 
tanh(atanh -1A) a (5. 80) 


并 且 扩 展 sinh(x) 和 cosh(x) 函数 ， 然 后 得 出 式 (5. 80) 右边 的 连续 分 式 扩 展 如 下 : 
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wih i (5. 81) 
和 二 (1-o)A 
a o2 ) 和 7 
s4(0=0 A 


最 终 ， 多 项 式 0( 和 ,a) 是 根据 tanh ( atanh “和 A) 连续 分 式 扩展 的 n 阶 近似 得 出 NN 
(A)AM(A) 后 得 出 的 。 所 求 的 多 项 式 可 以 容易 地 由 递 推 公式 获得 


Qi+1(A,a) =Q,(A,a) + 
4n 





2 AQ 1(A, a) (5. 82) 
有 

Qo=1 Qi1=1+aA (5. 83) 
这 表明 所 得 滤波 器 的 延迟 响应 在 Q = 0 处 最 大 平坦 。 图 5.6 给 出 这 种 响应 的 例子 。 
然而 ， 由 于 所 有 滤波 阶 数 的 自由 度 被 用 来 约束 滤波 器 的 延迟 响应 ， 得 到 的 振幅 响应 
将 比 预期 的 更 差 ， 如 图 5. 7 所 示 。 这 些 响应 也 表示 ， 参 数 a 可 用 作 带 宽 扩 展 ， 可 以 
在 一 个 任意 频率 处 确定 通 带 边缘 。 设计 一 个 该 类 型 的 滤波 器 ， 必 须 编写 一 个 简单 的 
电脑 程序 来 得 到 滤波 器 阶 数 以 及 参数 a， 以 便 使 这 些 组 合 能 够 满足 延迟 响应 的 规范 
要 求 。 


(log scale) 





(log scale) 


图 5.6 最 大 平坦 延迟 滤波 器 的 延迟 响应 


除了 最 大 平坦 响应 ， 这 里 有 另 一 种 近 最 优 延迟 响应 ， 其 特定 的 应 用 将 在 下 一 章 
节 讨论 。 这 类 滤波 器 被 称 为 等 距 线性 相位 响应 滤波 器 0 。 
最 后 通过 式 (5. 84) 的 转换 ， 我 们 可 以 从 式 (5.73) 中 实现 低 通 传输 函数 到 
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(log scale) 


图 5.7 最 大 平坦 延迟 滤波 器 的 振幅 响应 


高 通 传输 函数 的 转换 : 
A—1/A (5. 84) 
可 以 得 到 对 应 ww/2 的 在 入 =%w 周围 的 一 个 最 大 平坦 响应 。 则 可 以 通过 替代 式 
(5.21) 得 到 验证 。 注 意 ， 这 个 结果 在 集 总 模拟 域 没 有 相应 的 滤波 器 类 型 。 


5.5 FTIR 滤波 器 


5.5.1 精确 的 线性 相位 特征 
一 个 FIR 类 型 的 数字 滤波 器 的 传输 函数 具有 下 面 的 形式 : 
村 (x》 三 Fa (5. 85) 
n=0 


即 ， 它 是 一 个 关于 z” 的 多 项 式 ; 所 以 它 是 无 条 件 稳定 的 (所 有 的 极点 都 在 z=0 
处 ) 。 它 的 直接 非 递归 实现 如 图 4. 24 所 示 。 显 然 ， 系数 cn 构成 滤波 器 的 脉冲 响应 
序列 ， 所 以 


{h(n)} =a，m=0,1,2，…,N (5. 86) 
并 且 
N 
H(z) = Dh(n)zs™ (5. 87) 
n=0 


并 且 蔡 代 双 线性 变量 ， 它 变 为 形式 
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H(A) = 本 用 过 V (5. 88 ) 


这 里 的 f(A) 是 一般 多 项 式 并 上 且 m 可 以 和 WN 不同， 并 允许 在 对 应 于 z= -1 和 w= 
wn/2 的 入 = % 处 出现 传输 零点 。 

现在 , 假设 (和 ) 是 一 个 严格 的 偶 次 多 项 式 ， 也 就 是 说 它 仅 包含 A 的 偶 次 方 。 
然后 
E.,(A) 








H(A) = A (5. 89) 

这 里 的 E, (和) 是 偶 次 多 项 式 。H( 和 A) 的 延迟 函数 可 以 由 式 (5.78) 得 出 ， 如 下 : 
N-1 E’ 

TA) =25,[ 0 -| (5. 90) 


然而 ， 因 为 E,, (和) 被 假定 为 偶 次 多 项 式 ， 那 么 E%.( 和 A) 是 奇 次 多 项 式 。 所 以 EE， 

(E',.(A)/E.(A)) =0， 即 
T,( 和 A) =NT/2 是 一 个 常数 (5.91) 

所 以 , 我们 得 到 一 个 重要 的 结论 ， 即 如 果 式 (5. 89) 中 (A) 是 一 个 偶 次 多 
项 式 ， 那么 滤波 器 对 于 所 有 频率 有 一 个 恒定 的 群 延迟 (精确 的 线性 相位 )。 如 果 
万 (A) 是 一 个 奇 次 多 项 式 也 有 相同 的 结论 。 然 而 ， 由 于 传输 函数 的 零点 在 和 =0 处 ， 
具有 奇 次 分 子 的 函数 适合 用 来 设计 高 通 滤波 器 、 带 通 滤波 器 以 及 微分 器 ， 不 适用 于 
设计 低 通 和 带 阻 响应 ， 低 通 和 带 阻 响 应 可 以 由 具有 偶 次 分 子 的 五 (A) 实 现 。 

现在 让 我 们 验证 关于 FIR 传输 函数 在 Z 域 中 表达 式 的 恒定 群 延迟 特性 (精确 
的 线性 相位 ) 。 如 下 所 示 的 滤波 器 的 约束 系数 a。( 脉冲 响应 ) 由 式 (5.87) 得 到 ， 
它们 是 关于 中 点 的 奇 或 偶 对 称 。 
5.5.1.1 对 称 脉 冲 响应 


(1) N 为 偶数 

jin nn 0 请 克 - 好 (5. 92a) 
或 ， 等 价 为 

h(FN-n) =h(FN+n) n=1,2,,3N (5. 92b) 
(2) NN 为 奇数 

wea = ny n=0,1,2,…,(N-1) (5.93a) 
或 ， 等 价 为 


h((N-1) -中 =i[( CN+D) +n) n=0,1,2,,(N-1) (5. 93b) 


上 述 约束 条 件 意味 着 滤波 器 的 脉冲 响应 关于 一 个 中 点 偶 对 称 ， 如 图 5. 8 所 示 。 
为 了 证 明 对 称 约束 条 件 式 (5.92) 和 式 (5.93) 导致 滤波 器 对 于 所 有 的 频率 
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h(n) 





图 5.8 一 个 FIR 滤波 器 的 对 称 约束 脉冲 响应 
具有 一 个 常数 的 群 延 迟 ， 考 虑 式 (5.92) 。 将 式 (5. 87) 写 为 


N 
H(z) = 之 h(n)z™” 


2 > h(N/2 + n)z™” (5.94) 
或 者 | 
H(z) = zs (h(N/2) + 3 [An)zw2 + 太一 ns] (5.95) 
利用 式 〈5. 92) 中 的 约束 条 件 ， 上 述 表 达 式 间 
H(z) = 2" (h(N/2) + EF he” a td (5.96) 
它 在 单位 圆 z = exp(jw7) 上, 读 为 
H(exp(joT)) = exp( - i220)(h(N/2) +2 BF hln)eos | 


或 
H(exp(jwT)) = |H(exp[jwT]) |exp( 这 (wo)) (5.97) 
这 里 
N/2-1 
[exp(jo7) |= KM2) +2 3 h(n)eos N=) (5.98) 
并 且 
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yw) =- (5.99) 


所 以 ， 群 延迟 是 
Ts(o) = -此 ke) (其 中 对 于 所 有 的 ,TN/2 是 一 个 常数 ) (5. 100) 
= TN/2 
因此 ， 我 们 已 经 证 明了 在 对 称 约束 式 5.92) 下 ， 滤 波 器 的 群 延 迟 对 于 所 有 频率 


都 是 一 个 固定 的 常数 。 这 个 结论 等 价 于 要 求 : 在 和 域 , H(A 和) 的 分 子 是 一 个 偶 次 多 
项 式 。 


类 似 地 ， 对 于 NN 是 奇数 的 时 候 ， 对 称 约束 式 〈5. 93) 可 以 得 到 相同 的 结论 
(N-1)72 
H(exp(jo7)) = exp(~jwTN/2)(2 3 Mn)eos 人 各) 和 (5.101) 
壕 志 从 
在 采样 频率 一 半 ww/2 处 我 们 有 


7 i (5. 102) 
所 以 式 (5. 101) 失效 。 因 此 ， 这 种 情况 只 适合 设计 低 通 滤波 器 和 带 通 滤波 器 ， 不 
适合 设计 高 通 滤波 器 或 带 阻 滤波 器 。 
5.5.1.2 反对 称 脉 冲 响应 








(i) NV 为 偶数 

a Eees is 交 万 (5. 103a) 
或 ， 当 hh(0) =0 时 ， 等 价 为 

(Nn) = ME wl (5. 103b) 
(ii) N 为 奇数 

RU = 0d (5. 104a) 
或 等 价 为 

p(n) = wad, 2 (NA 5 104b) 


上 述 约束 式 表明 滤波 器 的 脉冲 响应 关于 某 个 中 点 具有 奇 对称 特 性 ， 如 图 5.9 所 示 。 
为 了 证 明 约 束 式 得 到 一 个 常数 的 群 延迟 响应 ， 首 先 考虑 NN 为 偶数 的 情况 。 在 条 件 
式 (5.101) 下 , 传输 函数 变 为 以 下 形式 : 


N/2-1 
H(z) = dk + > h(n ey] (5. 105) 
n=0 
所 以 
N/2-1 
h[exp(jwT) ] = exp(joTN/2)2j > h(n)sin CM = 
n=0 


= |H[exp(jwT)] |expLjy(w)] (5. 106) 
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这 里 h(n) 
N/2-1 

|H(exp(jw7)|= 2 > h(n)sin 
n=0 


2 (5. 107) 


并 且 





(5. 108) h(n) 





其 中 ,对 于 所 有 的 w, 是 常数 。 


(5.109) 图 5.9 一 个 FIR 滤波 器 的 反对 称 约束 的 脉冲 响应 
但 是 该 滤波 器 产生 一 个 固定 的 fr/2 相 移 。 可 以 清楚 地 知道 在 w =0 处 有 一 个 零 传输 
点 。 同 时 在 采样 频率 的 一 半 (NN -2n)w7/2=(N -2n)mw/2,， 并 且 由 于 NN 是 偶数 ， 传 
输 函 数 在 ww/2 有 一 个 零点 。 所 以 这 种 情况 下 的 反对 称 脉冲 响应 ， 同 时 为 偶数 
时 ， 仅 适用 于 逼近 理想 特性 的 带 通 滤波 器 和 微分 器 。 
当 入 为 奇数 时 ， 重 复 上 述 分 析 ， 得 到 相同 的 结论 。 


(N -2n)o7 
H[exp(jwT)] = exp( -joTN/2)2; > h(n)sin~ 3 (5. 110) 
n=0 


再 次 ， 当 w=0 时 上 述 函 数 等 于 0， 所 以 不 适用 于 设计 低 通 滤波 器 或 者 带 阻 滤波 器 ， 
但 是 它 可 以 用 来 设计 高 通 滤波 器 或 者 带 通 滤波 器 以 及 微分 器 。 
现在 ， 让 我 们 以 传输 函数 零点 的 位 置 的 形式 ， 把 准确 的 线性 相位 约束 性 质 转 化 
为 相应 的 条 件 下 的 约束 。 我 们 在 和 平面 和 2 平面 上 同时 研究 这 些 条 件 。 考 虑 这 种 
形式 的 传输 函数 为 
E..(A) 
CL 
这 里 的 ,(A) 是 一 个 具有 恒定 群 延迟 响应 的 偶 次 多 项 式 。 但 是 任意 实数 偶 次 多 项 
式 的 因子 必须 为 以 下 三 种 形式 : 
(1) (A2 — 8) (5 112) 
(2) (A2 + 及 ) | (S$, 113) 
(3) [A+(Zo+jp2o)](A+Zo+jpo)x[A-(Zo+jpo)]LA-(zZo+jpo)j 
(5. 114) 





H(A) = (5.111) 
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式 (5. 114) 中 复数 因子 必须 出 现 共 斩 对 以 保证 多 项 式 系 数 是 实数 。 此 外 ， 对 
于 每 一 个 在 ( Zo +jf2 ) 处 的 复数 零点 ， 在 -= ( Zo +jf2) 处 也 存在 一 个 对 应 零点 ， 
所 以 4 个 因子 可 以 组 合成 为 一 个 偶 次 多 项 式 。 所 以 ,复数 零点 一 定 是 4 个 一 组 地 出 
现 。 这 从 男 一 方面 证 明 ， 如 果 E,, (A ) 是 偶 次 多 项 式 ， 那么 

E,( -A)=E.,.(A) (5. 115) 

这 里 需要 E,, (A) 的 一 个 零点 也 必须 是 E, ( -和 A) 的 零点 。 一 个 偶 次 多 项 式 
已 (A) 的 典型 零点 的 位 置 如 图 5. 10 所 示 。 对 于 一 个 如 下 形式 的 函数 : 
O..(A) 

(生计 灌 

这 里 O,(A) 是 一 个 奇 次 多 项 式 ， 相 同 的 考虑 适合 于 在 和 =0 处 的 附加 零点 ， 因 

为 一 个 奇 次 多 项 式 可 以 写作 一 个 和 倍 的 偶 次 多 项 式 。 在 这 种 情况 下 有 
On,( -A)= -0.,(A) (5. 117) 

现在 ,在 Z 域 中 ， 零 点 的 分 布 ， 对 于 一 个 固定 的 群 延迟 特性 可 以 由 图 5. 10 以 
及 入 平面 和 2 平面 之 间 的 映射 得 出 。 这 得 出 条 件 为 : 在 单位 圆 内 的 每 个 零点 z; 我 
们 必须 有 其 共 斩 2 以 及 它们 的 倒数 1/z; 和 1/z: © 如 果 我 们 用 式 外 115). 式 
(5.117)、 式 (5.111) 和 式 (5.116) 可 以 得 到 

(1+A)"H(A)= +£(1-A)"H( -A) (5. 118) 





H(A) = (5. 116) 


jc 


-Zort+j Qo Oo © Zot+j Wo 





-zol 一 j ool O O Zo —j Wol 


入 -plane 
图 5. 10 一 个 恒定 延迟 的 FIR 滤波 器 在 和 域内 的 典型 零点 位 置 


这 里 ， 正 号 表示 一 个 偶 次 分 子 ， 减 号 表示 一 个 奇 次 分 子 的 情况 。 然 后 ， 注 意 到 
式 (5.115) 中 用 -和 A 来 替代 入 ， 对 应 的 用 -z 来 替代 z, 式 (5.20) 可 写作 : 


5 数字 滤波 器 设计 101 





py (22 LY 


I +s- vs) 三 主 H(z-!) (5. 119a) 


(Cw 
或 者 
H(z-!) = +z"H(z) (5. 119b) 
这 意味 着 五 (z-!) 和 及 (z) 的 零点 是 一 样 的。 所 得 的 结论 也 给 出 了 上 述 零点 的 位 
置 。 在 这 种 情况 下 对 于 一 个 反对 称 的 脉冲 响应 ， 在 和 域 中 ， 对 应 于 一 个 具有 奇 次 
分 子 的 函数 ， 零 点 位 置 在 人 =0 对 应 有 z=1。 零 点 在 单位 圆 上 都 是 以 共 恩 对 的 形式 
出 现 ， 并 且 它 们 是 互 逆 的 。 在 z 域 中 典型 的 零点 位 置 如 图 5. 11 所 示 。 





z-plane 


图 5.11 一 个 恒定 延迟 的 FIR 滤波 器 在 2 域内 的 典型 零点 位 置 


现在 我 们 来 考虑 FIR 滤波 器 的 设计 方法 。 由 于 转换 函数 的 限制 条 件 ， 模 拟 原 型 
不 可 能 被 直接 运用 ， 所 以 需要 特定 的 技术 ， 这 些 技术 更 简单 并 且 有 时 候 比 用 来 设计 
IIR 滤波 器 的 方法 更 加 详尽 。 


5.5.2 储 里 叶 系 数 滤 波 器 设计 


我 们 先 从 一 种 简单 的 逼 近 理想 滤波 器 特性 的 设计 方法 开始 讨论 52 。 为 了 简 
洁 ， 我 们 专注 于 低 通 偶 阶 滤波 器 的 情况 ， 而 其 他 解决 方案 遵循 类 似 的 方式 。 

偶 阶 FIR 滤波 器 的 传输 函数 如 式 (5.85) 所 示 ， 并 且 如 果 需 要 对 所 有 频率 具 
有 恒定 的 群 延迟 ， 必 须 增加 式 〈5. 93) 中 的 对 称 约束 条 件 。 为 了 简化 表达 式 ， 让 


版 RN ny) i a (5. 120) 
所 以 传输 函数 的 形式 变 为 


N/2 
H(z) = z- 2 by bz (5. 121) 


n=—N/2 
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并 且 线 性 相位 约束 变 为 





b=b, n=1,2,.,N/2 5. 122) 
在 单位 圆 上 ， 表 达 式 (5. 121) 变 为 


H(exp(jwT)) = exp(— 和 了 浇 bexp( — jnwT) (5, 123.) 


然而 ， 上 述 表达 式 中 的 指数 因子 不 能 影响 振幅 响应 ， 它 只 引出 了 一 个 前 面 介绍 的 恒 
定 延 迟 NT772。 所 以 滤波 器 的 振幅 响应 由 函数 〈5. 124) 决定 。 


N/2 


By = 》 bexp(- jnw7) (5. 124) 
n=-N/2 
确定 ， 有 
0=wT (5. 125) 
我 们 得 到 
A N/2 
H(g) = 》 jexp(-jnb) (5. 126) 
n=—N/2 


现在 需要 确定 系数 b,， 因 为 H(9) 逼近 任意 一 个 所 需 的 函数 甩 ,(9) 。 由 于 有 (9) 是 周 
期 性 的 ， 并 且 看 起 来 非常 像 一 个 截断 了 的 侍 里 叶 序列 ， 对 于 它 建议 使 用 一 种 明显 的 
近似 方法 。 首 先 扩展 所 需 函 数 万 ,(9) 的 傅 里 叶 序列 如 下 ， 


Hi(0) = by cnexp( — jn0) (5, 127) 
这 里 
六 = = Hi(0)exp(jn0)do (5. 128) 
然后 截断 该 序列 并 且 定 义 
c lz|=0，1，…，V/2 
于 二 (5. 129) 
lo In| >N/2 


作为 一 个 例子 ， 考虑 如 图 5. 12 所 示 的 理想 低 通 特性 的 近似 。 这 是 一 个 实 偶 次 函数 ， 
定义 为 


1 0 大 19 和 6 
(0) = b 生 |9|<T ele 
计算 所 需 响应 函数 Hj(9) 的 依 里 叶 系 数 如 下 : 
1 om 
co = pa RCL 
_t (5. 131) 
TT 


并 且 
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1 r% ; d 
本 ,二 元 | exp(jnb) 0 


= (5. 132) 
nm 
所 以 , 通过 式 (5. 129) 我 们 得 到 滤波 器 的 系数 为 
的 hd We (C5. 1998) 
nm 
bo =00/T (5. 133b) 


并 且 为 了 得 到 精确 的 线性 相位 性 质 ， 我 们 运用 式 (5. 120) ， 原 脉冲 响应 序列 被 简 
化 为 


h(N/2 +n) = 二 sinnao7 nl Ny (5. 134a) 
有 
woT 
h(N/2) = (5. 134b) 


这 种 设计 方法 可 以 用 来 近似 任意 所 需 特 性 ， 不 仅仅 是 理想 特性 。 此 外 ， 线 性 相 
位 响应 的 理想 高 通 、 带 通 和 带 阻 情况 下 的 近似 ， 都 可 以 选择 适当 类 型 的 传输 函数 。 
现在 ， 在 第 2 章 中 我 们 已 知 一 个 所 H, 
需 函 数 的 伟 里 叶 截 断 序 列 在 附近 不 连续 
区 域内 导致 吉 布 斯 现象 的 出 现 。 由 于 这 
种 情况 是 对 如 图 5. 12 所 示 的 理想 特性 
来 说 的 ， 我 们 期 望 响 应 了 (9) 表现 出 这 
样 的 振荡 。 第 2 章 也 解释 了 吉 布 斯 现象 
是 由 于 在 附近 不 连续 区 域内 截断 依 里 叶  “ Ee fe 
序列 的 不 统一 的 收敛 性 引起 的 。 在 线性 图 5.12 ”理想 低 通 滤波 器 特性 
相位 设计 中 ， 所 得 到 的 带 通 摆动 大 约 为 
0. 8dB， 并且 阻 带 中 的 第 一 个 纹 波 大 约 在 20dB 处 ， 如 图 5. 13 所 示 。 
无 论 是 多 大 阶 数 的 滤波 器 ， 这 些 |H(9) |? 的 纹 波 保持 固定 的 大 小 5。 随 着 滤波 
器 阶 数 的 增 大 ， 纹 波 只 是 缩小 所 占 的 带宽 。 因 此 ， 要 求 在 通 频带 不 超过 0. 8dB ， 并 
且 阻 带 超过 20dB 的 滤波 器 中 ， 简 单 直接 的 傅 里 叶 序列 的 截断 不 能 使 用 。 如 在 
2. 2.5 节 中 讨论 的 ， 用 于 得 到 滤波 器 传输 函数 的 直接 截断 的 伟 里 叶 序 列 式 (5. 121) 
等 价 为 通过 加 入 矩形 窗 而 乘 以 系数 cv ， 如 图 5. 14a 所 示 。 
并 且 有 
1 |n|<N/2 
wa={0 的 (5. 135) 
所 以 
b, =wr(n)ce, (5. 136) 
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H (9) 





图 5.13 通过 FIR 传输 函数 近似 理想 低 通 特性 中 的 吉 布 斯 现象 


wR (aT) 








0 2 
NT 
b) 
5.14 
a) 矩形 窗 函 数 b) 和 矩形 窗 函 数 的 频谱 


并 且 窗 函数 wr(n) 的 脉冲 响应 是 几何 对 称 的 ， 所 以 ， 如 果 需 要 ， 线 性 相位 的 性 质 
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可 以 得 到 保持 。 该 窗 函 数 的 频率 响应 可 以 通过 对 采样 脉冲 进行 傅 里 叶 变 换 得 到 


Wa(w) =NT ne (5. 137) 


如 图 5. 14b 所 示 。 
由 频率 的 卷 积 关系 式 (2. 46) ,我 们 可 以 得 到 一 个 任意 所 需 的 特性 Hj(w)， 该 
窗 函 数 的 频谱 如 下 : 


Hy(w) = | Halp) We(w -pH) dp (5. 138) 


如 图 5. 15 所 示 的 情况 ， 这 里 
的 Hy(w) 是 如 图 5.12 所 示 的 理想 
低 通 特 性 。 窗 函数 Wr (w) 的 引入 
导致 了 纹 波 现象 ， 并 且 为 了 消除 
这 些 纹 波 我 们 必须 选择 另外 一 个 
窗 函 数 ， 它 能 产生 比 矩 形 窗 更 小 
的 纹 波 现象 。 

我 们 可 以 选择 很 多 不 同 的 公 
式 用 来 匹配 系数 b, 以 减 小 吉 布 斯 。 图 5. 15 ”使 用 矩形 窗 的 理想 窗 函数 特性 的 频谱 
现象 ， 并 且 提 高 截断 序列 的 收敛 
性 。 这 通常 以 截断 率 为 代价 ， 也 就 是 说 在 不 连续 点 附近 减 小 边 带 纹 波 ， 但 是 这 样 会 
使 得 过 渡 带 变 得 更 宽 。 该 表达 式 正 是 使 用 了 第 2 章 中 讨论 过 的 窗 函数 ,但 是 这 里 在 
滤波 器 的 设计 中 重复 进行 介绍 ， 新 的 窗 滤 波 器 系数 如 下 : 


H(w) 


一 C00 wo [od 


bo =w( mn) bb, (5. 139) 
这 里 的 w(n) 是 一 个 窗 函 数 ， 如 下 面 给 出 的 例子 。 接 下 来 的 表达 式 有 
wn)=0 |n|>N/2 (5. 140) 


(1) 费 杰 (Fejer) 窗 
wn) =(N-n+1)/(N+1) (5. 141) 
(2) 余弦 (Lanczos) 窗 


_ sin(2nm/N) 
w(n) = (2nm/N) (5. 142) 
(3) 汉 汉 宁 (von Hann) 窗 
wt =0.5(1 +eos Wr) (5. 143) 
(4) 汉 明 (Hamming) 窗 
wi i 46cos 2 (5. 144) 


(5) 布莱克 曼 (Blackman) 窗 
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wt Seos (Wr) + 08cos (Rr) 


(6) 凯 瑟 (Kaiser) 窗 


“Co -61-( 钢 ]】 乓 四 


N (5. 145) 


(5. 146) 


这 里 的 10(%) 是 调整 后 的 第 一 类 零 阶 贝 塞 尔 函 数 ， 并 且 B 是 一 个 参数 。 函 数 J0 (%*) 


可 以 通过 快速 收敛 级 数 近 似 得 到 


i 芝 生 二 工 直 (二 ] 


图 5. 16 和 图 5.17 给 出 了 利用 费 杰 
(Fejer) 窗 和 冯 汉 宁 (von Hann) 窗 
设计 的 滤波 器 的 响应 ， 分 别 给 出 了 
N=50 和 wo =0.25wN 两 种 情况 。 第 
一 个 例子 给 出 了 阻 带 内 第 一 纹 波 为 
26dB 的 设计 实例 ， 第 二 个 例子 给 出 了 
阻 带 内 第 一 个 纹 波 为 4dB 的 实例 。 
表 5.1 给 出 了 一 些 窗 函 数 对 于 抑制 吉 
布 斯 现象 的 比较 。 

一 般 地 ， 特 定 的 窗 函 数 越 能 成 功 
地 抑制 吉 布 斯 现象 ， 那 么 它 的 过 渡 带 
就 越 宽 。 此 外 ， 不 管 滤波 器 阶 数 是 多 
少 ,每 一 个 特定 的 窗 函 数 都 会 在 阻 带 
内 产生 一 定 程度 的 幅度 衰减 。 


2 


(5. 147) 


© 


0 0.25 wn 0.5cN 包 


图 5.16 在 FIR 滤波 器 设计 中 采用 费 杰 
(Fejer) 窗 。N=50,，wo =0.25wy 


0.25 wy 0.5wN w 


图 5.17 在 FIR 滤波 器 设计 中 采用 冯 汉 宁 (von Hann) 窗 
N=50, wo 三 0, 25mwN 
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然而 ， 有 一 个 例外 ， 在 凯 瑟 (Kaiser) 窗 有 一 个 参数 B， 它 可 以 用 作 纹 波 的 大 
小 和 过 渡 带 宽 之 间 的 折 中 。 
对 于 凯 瑟 ( Kaiser) 窗 ， 确 定 所 需 滤波 器 阶 数 存在 有 经 验 公 式 。 为 了 说 明 这 
些 ， 使 过 渡 带 宽 关 于 采样 频率 wy 进行 归 一 化 
Aw(w, - wo ) /wn (5. 148) 
这 里 w, 是 阻 带 边缘 ，wo 是 通 带 边缘 。 还 需要 得 到 一 个 最 小 的 阻 带 衰 减 a,， 那 
么 ， 就 可 以 得 到 滤波 器 阶 数 的 公式 为 





-7. 95 
N= 永 36Aw 人 
可 以 得 到 折 中 参数 B 
B=0.1102(a, -8.7) a,>50dB (5. 150a) 
或 者 


B=0.5942(a, -21)°%4 +0.07886(a, -21) 21 <a,<50 (5.150b) 
表 5.1 不 同窗 函数 阻 带 豪 减 比 较 


窗 函 数 的 类 型 固定 延迟 设计 的 阻 带 纹 波 /dB 








作为 一 个 例子 ， 考 虑 到 以 下 滤波 器 特性 : 

通 带 : 0 ~ 1kHz 

阻 带 : 1.5 ~5.0kHz, a, =50dB。 

选择 采样 频率 是 相关 频带 内 最 高 频率 的 2 倍 ， 我 们 有 ww =2m x10 x10 ， 因 此 
式 (5.150) 给 出 了 


Aw=(1.5-1)ZI0 =0.05 (5. 151) 
所 以 用 式 (5. 149) 和 式 (5. 150) 我 们 得 到 
50 -7. 95 
0 (5. 152) 


并 且 B =0.01102 x (50 -8.7) =4.55。 
上 述 值 可 以 用 在 式 (5. 146) 中 估算 凯 瑟 (Kaiser) 窗 的 系数 ， 在 式 (5. 147 ) 
中 使 用 近似 序列 。 图 5. 18 给 出 了 一 个 采用 此 方法 设计 的 滤波 器 实例 。 
5.5.2.1 微分 器 的 傅 里 叶 系 数 设计 
一 个 理想 模拟 微分 器 是 一 个 线性 系统 ， 特 性 通过 模拟 传输 函数 表示 。 
H(s) =s (5. 153) 
即 
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H(jw) =jw (5.154) 
所 以 , 一 个 数字 微分 器 的 传输 
函数 被 设计 成 下 面 形 式 。 
H(z) | ~jwo 0<w<wn/2 

(5. 155) 二 

前 面 章节 里 的 傅 里 叶 系 数 设计 
方法 可 以 用 来 近似 式 (5. 154 ) 外 
中 的 函数 ， 很 明显 能 看 出 它 是 家 
奇 次 函数。 所以， 如 果 需 要 准 
确 的 线性 相位 性 质 ， 需 要 运用 SD 
函数 的 反对 称 脉冲 响应 。 相 同 
的 符号 用 于 式 (5.124) 到 式 0 0.25 wn 05aN 色 
(5.128), NV 变 为 WV -1。 关 于 图 5.18 用 凯 瑟 (Kaiser) 窗 设计 的 FIR 滤波 器 实例 
jw 函数 的 健 里 叶 系数 如 下 : 


a s 
b= 去 上 (io)exp(jnb) dg (5. 156) 
或 者 ， 有 
f=0T=2m (C55157) 
WN 
1 /2 
bn = 二 (jw)exp(jnwT) dw (5. 158) 
WN- -wM2 
可 以 得 出 
bo =0 
b, = cosnm n=1,2,…,(N-1)/2 {5.159) 


并 且 式 (5. 126) 的 截断 传 里 叶 序列 用 来 近 从 微分 函数 。 显 然 ， 如 果 我 们 需要 一 个 
恒定 的 延迟 响应 用 来 近似 微分 函数 ,那么 式 (5. 103) 的 反对 称 约束 条 件 可 能 被 采 
用 ， 因 为 jw 是 一 个 传输 零点 为 w =0 的 奇 次 函数 。 
振幅 近似 的 误差 是 
(N-1)/2 
e(w) = | 》 a,exp( -~ jnw7T) |- w (5. 160) 
(WA1)72 


如 图 5. 19 所 示 ， 其 中 N =21。 并 且 截 断 侍 里 叶 序列 的 不 均匀 收敛 性 会 导致 振荡 。 
这 些 可 以 通过 使 用 一 个 窗 函数 如 凯 琴 (Kaiser) 窗 来 减弱 。 对 于 N=21、pB =3 的 结 
果 如 图 5.20 所 示 。 
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E(O) 


E(w) 


0.2 0.2 
0 一 0 
-0.2 一 0.2 
-0.4 -0.4 
-060 -060 
图 5. 19 通过 直接 截断 傅 里 叶 序列 近似 得 到 的 ”图 5.20 运用 凯 瑟 (Kaiser) 窗 设计 微分 器 
理想 微分 器 的 误差 产生 的 误差 


5.5.3 最 优 约束 数量 下 的 单调 振幅 响应 


我 们 可 以 看 出 FIR 滤波 器 的 传输 函数 可 以 通过 双 线 性 变量 和 来 表示 ， 如 
fn (A) 
(1+A)® 
并 且 ， 如 5.4. 1 节 所 讲 ， 如 果 访 (A) 是 一 个 偶 次 〈 或 奇 次 ) 多 项 式 ， 那么 滤波 器 对 
任意 频率 有 一 个 恒定 的 群 延迟 。 则 相当 于 在 z 域 和 脉冲 响应 中 存在 对 称 或 者 反对 称 
约束 条 件 。 一 旦 通过 选择 一 个 万 偶 次 多 项 式 (在 低 通 情况 下 ) 系统 会 保持 准确 的 
线性 相位 性 质 ， 那 么 我 们 的 努力 将 会 全 部 集中 在 振幅 近似 上 。 我 们 现在 能 够 在 任意 
通 带 和 阻 带 之 间 ， 在 振幅 响应 单调 与 最 优 数 量 的 共同 约束 下 得 到 H(A)。 让 N 为 偶 
数 并 且 





H(A) = 《和 -161 


k=N/2 (5. 162) 
我 们 得 到 H(A) 如 下 : | 
(1) |H(jQ) | 有 (2m -1) 个 零 导 子 , Q=0 ( 即 w=0) 

(2) |H(jQ) |? 有 2(k--m) 个 零 导 子 ,， Q=% ( 即 w=wn/2) 
具有 所 需 性 质 的 函数 为 


> -17 


BXY = (5. 163) 


它 是 这 样 的 ， 对 于 瑟 (jQ)H( -jn)， 第 一 个 m 组 分 子 匹 配 相 应 的 分 母 。 所 以 ,该 
观点 在 方程 (5.72) 的 推导 中 进行 了 详细 阐述 ， 得 出 的 结论 是 第 一 组 2m -1 个 
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|H(jQ) 上? 的 衍生 序列 在 Q=0 处 消失 。 相 似 地 ，H(A) 分 子 和 分 母 的 阶 数 不 同 于 2 
(k 一 m) 对 所 应 的 Q=% 处 的 传输 零点 (w=wn/2)。m 和 n 的 选择 必须 符合 任意 设 
定 的 条 件 。 用 它 得 到 相应 的 例子 很 简单 ， 然 而 却 很 有 效 ， 设 计 方 法 如 图 5. 21 所 示 。 
为 了 达到 实现 目的 ， 我 们 将 其 转换 到 2 域内 。 


5s.5.4 通 带 和 阻 带 中 的 最 优等 纹 波 响 应 


在 模拟 域 ， 对 于 IIR 滤波 器 ， 幅 度 近 似 问 题 的 最 优 解决 方案 是 解决 在 通 带 和 阻 
带 内 引起 的 等 纹 波 响应 问题 。 对 于 FIR 滤波 器 也 能 得 到 同样 的 结论 。 然 而 ， 不 幸 的 
是 这 受到 FIR 滤波 器 传输 函数 形式 的 限制 ， 目 前 对 该 问题 尚 没有 解析 办 法 。 


衰减 /dB 





0 0.25 wn 0.SwN @ 


图 5.21 式 (5.163) 定义 的 FIR 滤波 器 响应 例子 


所 以 ， 用 数值 方法 来 解决 。 这 些 都 是 基于 大 量 对 具有 对 称 脉 冲 响 应 和 偶数 阶 低 

通 线性 相位 设计 讨论 所 得 到 的 。 这 由 式 (5.94) 定义 ， 基 于 变量 的 变化 可 以 得 到 
A(n) =2h(N/2 -n) (5. 164) 
A(0) =h( N/2) 

转化 为 
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H(exp(jwT)) = exp( - jwTN/2) DACm) comoT (5. 165 ) 


振幅 是 由 上 述 表达 式 的 总 和 决定 的 。 为 了 方便 ， 我 们 取 采 样 频率 为 = 1 即 7T=1/ 
=1， Rp ee 


H(w) E 4m) com (5. 166) 


该 问题 确定 了 系数 A(m)， 则 振幅 响应 在 通 带 和 阻 带 内 都 具有 最 优等 纹 波 。 要 指出 
的 是 该 问题 对 于 所 有 类 型 的 线性 相位 传输 函数 在 这 里 都 归结 为 一 个 相同 的 问题 ， 即 
由 式 (5. 166) 确定 余弦 序列 系数 的 一 般 形式 。 

现在 ， 通 过 多 项 式 近似 我 们 得 到 一 个 众所周知 的 理论 结果 ， 即 对 于 所 求 函 数 万 
(o) ,在 区 间 [0, ww/2] 上 ，H(w) 是 唯一 独特 的 最 优 加 权 切 比 雪夫 近似 ， 充 分 必 
要 条 件 是 式 (5. 167) 的 误差 函数 : 


0 (5. 167) 
在 区 间 [0，ww/2] 上 至 少 有 (N/2 +1)) 个 极 值 点 (最 大 值 和 最 小 值 ) 。 这 意味 
着 在 [0, mr] 上 存在 (N/2+1) 个 频率 w;， 即 


Wo <wi < <ON2 (3. 168) 


ae(ol) = -ese(woil) i=0,1,.%,N/2 (5. 169) 
并 且 
le(o;) | =max|le(w)| i=0,1,.…,N/2 (5. 170) 


这 里 的 所 有 w 的 最 大 值 在 [0，ww/2]」] 上 。 如 果 将 误差 加 权 函 数 WW(w) 考 虑 进来 ， 
结论 依然 有 效 ， 加 权 误 差 可 以 写作 


stw) wD AC) (5. 171) 


在 这 种 情况 下 下 (ww) 允许 设计 者 在 通 带 和 阻 带 上 列举 相关 的 误差 。 例 如 在 这 种 情况 
下 的 低 通 设计 ， 容 限 如 图 5. 22 所 示 ， 我 们 得 到 


1 0<swv<ow, 
Ms i 0<w<wn/2 人 
并 且 我 们 取 
(6/61) ”0<o<ow 
(w) -| i ee" (5. 173) 
近似 问题 可 以 通过 下 列 公 式 来 解决 
W(w,) (D(w,) -_H(w,)) = 这 二 和 次 (5. 174) 


或 者 
N/2 
W(w) (D(w,) - DA(m)cosmow,) = (-1)"8 r=0,1,.,(N/2+1) 
m=0 


(5. 175) 
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图 5.22 低 通 滤波 器 设计 的 容 限 图 


这 里 未 知 的 是 系数 4(m) 并 且 最 大 误差 是 6。 式 (5. 175) 中 的 方程 式 可 以 表示 为 
1 








1 coswo cos2wo my cos[ (N/2) wo W(wo) 
0 
1 G00 cos2amwi es cos[ (N/2)wi] We ) 
| 1 
《 [A 
1 coswwyar Coswwnr1 * cos[ (N/2)wn+1] Wowzr1) 
+ 
AC0) D(wo) 
w 
: es 和 (5. 176 ) 
A(N/2) 
8 D(wnn+1) 


现在 ， 如 果 极 值 频 率 w，(r =0，1,…，N/2 +1) 和 滤波 器 阶 数 是 已 知 的。 那么 式 
(5. 174) 的 结果 就 可 以 给 出 滤波 系数 。 然 而 ， 之 前 这 些 是 未 知 的 ， 因 此 用 一 个 选 
代 的 过 程 来 解决 系数 问题 。 这 是 基于 雷 米 交换 算法 ， 它 的 步骤 如 下 : 

(1) 初步 猜测 滤波 器 阶 数 以 及 极限 频率 wr。 

(2) 通过 解 系统 方程 (5. 176) 得 到 相应 的 5 值 。 这 会 给 出 


N/2+1 


2 ciD( w;) 和 
= pf 
co ci re -1) 2+ ; , 
W( wo) W(wi) W(wnnz 41) 
这 里 
N/2+1 1 
Wi 痪 (3. 178.) 


=0 COSC 一 COSCi 
让 
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(3) 拉 格 朗 日 插值 公式 用 于 在 w, 对 有 (w) 进行 插值 
0 














B;=D(w@;) -( -1)* Wa k=0,1,.…,(N/2 +1) (5. 179) 
k 
并 且 
N/2+1 
. 至 | Br: )B 
k=0 \%X— XE 
H(O) Sa (5. 180) 
Br ) 
k=0 各 一 MX 
这 里 
N/2+1 1 
B= [ 专 | (5. 181) 
1 天 大 
并 且 
xX = Cosw (5. 182) 


(4) 误差 se(w) 是 由 频率 的 完备 集 计算 得 到 ， 并 且 与 8 比较 。 如 果 在 该 完备 集 
内 对 于 所 有 的 频率 都 有 se(w) <5， 那 么 最 优 解 就 找到 了 ; 如 果 不 是 ， 那 么 另 一 组 
频率 集合 w, 被 选 作假 定 的 极限 频率 。 新 的 点 用 作 误 差 曲线 的 峰值 ， 然 后 通过 和 迭代 
过 程 达到 5 的 收敛 上 界 。 

(5) 极限 频率 的 最 优 值 ， 与 相对 应 的 8 通过 式 〈5. 176) 计算 滤波 系数 4A(m) 。 
实际 上 ， 这 无 需 矩 阵 求 着， 可 以 采用 另 一 种 叫 作 快 速 傅 里 时 变换 的 算法 ， 这 将 在 下 
一 章 里 讨论 。 

现在 ， 上 述 算法 的 收敛 性 依赖 于 初始 化 过 程 ， 一 个 电脑 程序 就 足以 执行 所 有 类 
型 滤波 器 的 设计 步骤。 此 外 ， 目 前 的 研究 通过 提高 初始 化 过 程 ， 已 经 加 速 了 这 些 设 
计 的 进程 。 

由 于 这 些 最 优等 纹 波 滤波 器 的 设计 是 通过 计算 机 辅助 工具 来 完成 的 ， 这 种 方法 
本 身 不 会 再 讨论 。 然 而 ， 我 们 注意 到 这 项 技术 假设 滤波 器 阶 数 是 已 知 的 。 这 是 因为 
即使 不 是 这 种 情况 ， 滤 波 器 阶 数 NN 也 是 确定 的 。 对 于 如 图 5. 22 所 示 的 低 通 标准 ， 
下 面 的 先 验 估算 公式 可 用 来 估算 N。 

2 四 
Ne = 310g( Ts 后 (5. 183) 

对 于 高 通 滤波 器 ， 上 述 假设 同样 适用 。 对 于 带 通 设计 , 式 (5.183) 可 以 运 
用 ， 同 时 Aw = min( Awi ,Aw; ) ， 这 里 Aw1 ?是 上 边 带 和 下 边 带 的 频率 。 需 要 指出 的 
是 式 (5. 183) 只 是 一 个 估算 公式 ， 并 且 更 精确 的 公式 在 参考 文献 中 可 以 找到 。 虽 
然 如 此 ， 这 种 估计 在 雷 米 交 换算 法 程序 中 可 以 作为 初始 估计 。 如 我 们 所 知 ，MAT- 
LAB 可 以 用 来 减轻 数字 计算 的 任务 。 
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5.6 IIR 和 FIR 滤波 器 的 比较 


在 确定 两 大 类 型 的 滤波 器 设计 时 ， 设 计 者 必须 牢记 一 些 要 点 : 

(1) FIR 滤波 融通 过 对 脉冲 响应 实施 简单 的 对 称 约束 或 者 反对 称 约束 ， 可 以 很 
容易 地 设计 成 具有 恒定 群 延迟 响应 。 对 于 具有 振幅 选择 性 以 及 近似 恒定 群 延迟 的 
FIR 滤波 器 ， 需 要 更 复杂 的 近似 方法 。 可 以 看 出 恒定 群 延迟 需求 的 重要 性 ， 它 会 在 
许多 领域 中 应 用 ， 如 语音 处 理 以 及 数据 传输 中 。 

(2) 非 递 归 方法 实现 的 FIR 滤波 器 本 质 上 是 稳定 的 。 

(3) 非 递 归结 构 FIR 滤波 器 中 由 于 滚 降 产生 的 误差 〈 将 会 在 下 一 章 讨论 ) 
较 小 。 

(4) 采用 对 称 或 者 反对 称 约束 得 到 FIR 滤波 器 精确 的 线性 相位 特性 ， 同 样 会 
使 得 实现 较为 简单 。 

(5) 对 相同 的 幅度 特性 ， 相 对 于 一 个 IIR 滤波 器 ，FTR 滤波 器 的 滤波 器 阶 数 会 
大 很 多 。 

(6) 振幅 导向 型 IR 滤波 器 可 以 通过 模拟 原型 设计 ， 因 此 ， 在 模拟 滤波 器 领域 
内 丰富 的 资源 可 直接 用 于 IIR 滤波 器 设计 。 与 FIR 滤波 器 的 最 优化 等 纹 波 特 性 不 
同 ，HR 滤波 器 设计 并 不 需要 任何 最 优化 或 者 数值 算法 。 

由 此 可 见 ， 特 定 的 应 用 、 所 需 设 计 的 滤波 器 的 数量 以 及 可 供 设计 者 使 用 的 设备 
等 决定 了 滤波 器 特定 类 型 的 选择 。 


5.7 MATLAB 在 数字 滤波 器 设计 中 的 应 用 


前 面 章节 中 讨论 的 滤波 器 传输 函数 的 推导 以 及 研究 ， 可 以 由 MATLAB 的 信和 号 
处 理工 具 包 很 容易 地 生成 。 这 一 章节 将 给 出 响应 的 命令 与 函数 ， 并 且 可 以 加 强 读者 
对 知识 的 巩固 ， 同 时 减少 设计 的 工作 量 。 这 些 函 数 由 滤波 器 的 特性 生成 传输 函数 ， 
并 且 给 出 两 种 形式 的 结果 : 

(1) 用 [z, p,k」] 的 形式 得 到 传输 函数 的 极点 和 零点 。 这 种 情况 下 ，MAT- 
LAB 得 到 一 个 零点 值 的 列 矩 阵 [z] 、 一 个 极点 值 列 矩阵 [p] 以 及 一 个 滤波 器 的 增 
益 ko 

(2) 用 [a，b] 的 形式 来 表示 分 子 和 分 母 的 系数 ， 并 且 [a] 是 一 组 关于 z- 
的 升 短 分 子 系数 ， 同 时 [b] 是 一 组 相同 阶 数 的 分 母系 数 ， 它 的 第 一 个 系数 为 1。 


5.7.1 巴特 沃 斯 IIR 滤波 器 
滤波 器 的 阶 数 由 下 式 计算 : 


[n,wn] =buttord( wp,ws,Q, as ) 
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这 对 一 个 低 通 滤波 器 来 说 ，wp 和 ws 是 标量 。 对 带 通 或 带 阻 滤波 器 ， [wpl wp2] 
和 [wsl ws2] 两 个 向 量 分 别 表 示 两 个 通 带 边缘 和 阻 带 边缘 。wn 是 归 一 化 频率 或 者 
是 用 于 生成 传输 函数 的 频率 向 量 。 频 率 归 一 化 为 采样 频率 的 一 半 。 

归 一 化 截止 频率 为 wn 的 低 通 滤波 器 

[z,p,k] =butter(n,wn) 

[a,b] =butter(na,wn) 

归 一 化 截止 频率 为 wn 的 高 通 滤波 器 

[z,p,k] =butter(n,wn,’ high’ ) 

[a,b] =butter(n,wn,’ high’ ) 

由 通 带 边缘 频率 wl 和 w2 定义 的 归 一 化 频率 向 量 为 wn = [wl w2] 的 带 通 滤波 


[z,p,k] =butter(n,wn,’ bandpass’ ) 
[a,b|] =butter(n,wn,’ bandpass’” ) 


由 阻 带 边缘 频率 wl 和 w2 定义 的 归 一 化 频率 向 量 为 wn = [wl w2] 的 带 阻 滤波 


[z,p,k] =butter(n,wn,’ stop’ ) 

[a,b] =butter(n,wn,’ stop’ ) 

例 5.4 设计 一 个 低 通 巴特 沃 斯 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 

1. 通 带 边缘 为 5200Hz， 最 大 衰减 为 3dB; 

2. 阻 带 边缘 为 6000Hz， 最 小 训 减 为 30dB ; 

3. 采样 频率 为 16000Hz。 

Ln,wn] =buttord(wp,ws,apn yas) 

这 里 n =9，wn =0. 6523。 那 么 传输 函数 的 系数 可 以 得 到 : 

[a,b] =butter(n,wn) 

[a] =[0.0344 0.3097 1.2390 2. 8910 4.3365 4.3365 2. 8910 1.2390 0. 3097 
0. 0344 ] 

[b] =[1. 0000 2.7288 4.2948 4. 3241 3. 0597 1.5299 0. 5380 0. 1268 0. 0181 
0. 0012] 

这 是 按 z-: 的 升序 排列 。 

滤波 器 的 频率 响应 可 以 由 freqz (a，b) 得 到 ， 如 图 5. 23 所 示 。 


5.7.2 切 比 雪 夫 IIR 滤波 器 


滤波 器 所 需 的 阶 数 可 由 下 式 得 到 : 
[n,wn] =cheblord( wp,ws,a, ,a,) 
这 对 一 个 低 通 滤波 器 来 说 ，wp 和 ws 是 标量 。 对 带 通 或 带 阻 滤波 器 ， 是 [wpl 
wp2] 和 [wsl ws2] 的 两 个 向 量 ， 分 别 表示 两 个 通 带 边缘 和 阻 带 边 缘 。wn 是 归 一 
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图 5.23 例 5.7 的 滤波 器 响应 


化 频率 或 者 是 用 于 生成 传输 函数 的 频率 向 量 。 在 所 有 情况 下 ， 频 率 归 一 化 为 采样 频 


率 的 一 半 。 
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归 一 化 截止 频率 为 wn 的 低 通 滤波 器 

[z,p,k] =chebyl(n,a, ,wn) 

[a,b] =chebyl (n,a, ,wn) 

归 一 化 截止 频率 为 wn 的 高 通 滤波 器 

[z,p,k] =chebyl(n,a, ,wo,’ high’ ) 

[a,b] =chebyl (n,a, ,wo,’ high’ ) 

由 通 带 边缘 频率 wl 和 w2 定义 的 归 一 化 频率 向 量 为 wn = [wl w2] 的 带 通 滤 
波 器 

Lz,p,k] =chebyl(n,a, ,wn,’ bandpass’ ) 

[a,b] =chebyl (n,a, ,wn,’ bandpass’ ) 

由 阻 带 边缘 频率 wl 和 w2 定义 的 归 一 化 频率 向 量 为 wn = [wl w2] 的 带 阻 滤 
波 器 

[z,p,k] =chebyl(n,a, ,wn,’ stop’ ) 

[a,b] =chebyl(n,a, ,wn,’ stop’ ) 

例 5.5 设计 一 个 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 

1. 通 带 边缘 为 1000Hz， 最 大 衰减 为 0. 05dB; 

2. 阻 带 边缘 为 2000Hz， 最 小 衰减 为 40dB; 

3. 采样 频率 为 16000Hz。 

[n,wn] =cheblord( wp, ws,a, ,a,) 

n=6, 

wn =0. 1250。 

[a,b] =chebyl (n,Q, ,wn) 

[a,b] = (n,0. 05 ,wn) 

[a] = [1.0e -003 0.0092 0. 0550 0. 1376 0. 1834 0. 1376 0. 0550 0. 0092 ] 

[b] = [1.0000 -5.0692 10.9243 —12.7889 8.5675 -3.1114 0.4783] 

如 图 5. 24 所 示 为 滤波 器 的 响应 。 


5.7.3 椭圆 IIR 滤波 器 
滤波 器 所 需 的 阶 数 可 由 下 式 得 到 : 


[Ln, wn] =ellipord(wo，ws，ap，oas) 
这 对 一 个 低 通 滤波 器 来 说 ，wp 和 ws 是 标量 。 对 带 通 或 带 阻 滤波 器 ，[wpl wp2] 和 
[wsl ws2] 两 个 向 量 分 别 表示 两 个 通 带 边缘 和 阻 带 边 缘 。Wan 是 归 一 化 频率 或 者 是 用 
于 生成 传输 函数 的 频率 向 量 。 在 所 有 情况 下 ， 频 率 归 一 化 为 采样 频率 的 一 半 。 

归 一 化 截止 频率 为 wa 的 低 通 滤 波 器 

[z,p;k] =ellip(nyap,asywa) 

[a,b] =elip(n,a,as,wn) 
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5.24 例 5.5 中 的 滤波 器 的 响应 


归 一 化 截止 频率 为 wn 的 高 通 


[有 


滤波 需 


) 


» 


=ellip(n,ap ,Q, ,wn,’ high 


,psk] 


[a,b] =ellip(n,a, ,a ,wn,’ high’ ) 
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由 通 带 边缘 频率 wl 和 w2 定义 的 归 一 化 频率 向 量 为 wn = [ w1 w2] 的 带 通 滤波 器 
[z,p,k] =ellip(n,a ,a, ,wn,’ bandpass’ ) 

[a,b] =ellip(n,oa, ,a, ,wn,’ bandpass’ ) 

由 阻 带 边缘 频率 wl 和 w2 定义 的 归 一 化 频率 向 量 为 wn = [wl w2] 的 带 阻 滤波 器 
[z,p,k] = ellip (n,a,,a,,wn,’ stop’ ) 

[a,b] = ellip (n, @, ,a,,wn,’ stop’ ) 

例 5.6 设计 一 个 椭圆 带 通 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 

1. 通 带 ; 1000 ~2000Hz， 最 大 衰减 为 0. 1dB ; 

2. 阻 带 边 缘 为 500Hz 和 8000Hz， 最 大 豪 减 为 30dB; 

3. 采样 频率 为 20kHz。 

滤波 器 阶 数 和 归 一 化 频率 向 量 由 以 下 命令 得 到 : 

[n,wn] =ellipord( wo,ws,a, ,a,) 

[n,wn] =ellipord( [1000 2000]/10000,[500 8000]/10000 ,0. 1,30) 

n =3, 

wn =0. 1000 0. 2000 

[a,b] =ellip(n,@a, ,Qa, ,wn) 

[La] =[0.308 -0.0929 0. 0943 0. 0000 -0.0943 0. 0929 -0.0308] 

[bj =[1.0000 -4.8223 10.1818 -12.0124 8.3481 -3.2415 0. 5518 ] 

滤波 器 的 频率 响应 绘图 由 freqz (a，b) 得 到 ， 并 且 如 图 5. 25 所 示 。 





图 5.25 例 5.6 中 的 滤波 器 的 响应 
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图 5.25 例 5.6 中 的 滤波 器 的 响 


应 ( 续 ) 


的 实现 


器 


波 
由 函数 [sos,g] =zp2sos(z,p,k) 可 以 实现 传输 函数 级 联 的 形式 ， 这 里 有 


滤 


5.7.4 
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aol ail al bo bi ba 
3 22 bo2 12 022 
aok ak ck bor bi bz 


这 里 ， 每 一 行 给 出 二 阶 传输 函数 的 分 子 和 分 母 。g 给 出 滤波 器 的 整体 增益 。 
5.7.5 线性 相位 FIR 滤波 器 


采用 和 窗 函 数 进行 设计 ， 可 以 采用 如 下 命令 : 

B =firl(n,wn，filtertype” ,window) 
这 里 “filtertype” 是 低 通 、 高 通 、 带 通 或 带 阻 滤 波 器 中 的 任意 一 种 。 窗 函数 可 以 选 
择 Hamming 窗 、Kaiser 窗 等 。 

最 优等 纹 波 设计 可 以 由 以 下 命令 得 到 : 

[n,fo,ao,wt] =remezord(f,a,dev,fs) 
这 里 的 f 是 一 个 定义 通 带 和 阻 带 边缘 频率 向 量 ,， 另 一 个 向 量 a 定义 所 需 值 ， 并 且 
dev 是 通 带 和 阻 带 中 的 最 大 偏差 61 、5 的 向 量 。 这 个 函数 可 以 得 到 所 求 滤波 器 的 阶 
数 ，fo、ao 和 加 权 wt。 然 后 利用 这 个 结果 ， 由 下 式 得 到 传输 函数 向 量 。 

a=remez(n ,fo,ao,wt) 

例 5.7 设计 一 个 低 通 线 性 相位 FIR 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 

1. 通 带 边缘 为 1000Hz， 统 一 的 最 大 偏差 为 0. 01; 

2. 阻 带 边 缘 为 2000Hz， 最 大 的 零 偏 差 为 0. 001; 

3. 采样 频率 为 8000Hz。 

[n,fo,ao,wt] =remezord( [1000 2000],[1 0],[0.o01 0.001] ,8000) 

n=19 

fo=0 0.2500 0.5000 1. 0000 

ao=1 100 

wt= 1 10 

然后 滤波 器 的 传输 函数 可 以 由 如 下 命令 得 到 : 

a=remez(n ,fo,ao,wt) 

同时 

[a] =[ -0.0017 0. 0033 0. 0150 0.0188 —0.0057 —0.0478 -0.0511 0.0394 
0. 2033 0. 3362 0.3362 0.2033 0.0394 -=- 0.0511 -0.0478 -0.0057 0.0188 
0. 0150 0. 0033 -0.0017] 

这 是 传输 函数 关于 z- :的 上 升 系数 。 

振幅 和 相位 响应 图 由 函数 

freqz(a,128 ,4000 ) 
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得 到 ， 如 图 5. 26 所 示 。 





ET 


= 一 -4 = 了 i oe CPP 


人 PTT TT 


CPTT TT TT 


< 才 =-=<=--= 


PP 


图 5.26 例 5.7 中 滤波 器 的 响应 


到 目前 为 止 对 设计 方法 一 步 一 步 地 详细 讨论 是 有 益 的 ， 并 且 能 够 帮助 对 本 章 所 
学 知识 的 理解 ， 所 以 这 就 是 优先 进行 滤波 器 设计 讨论 的 目的 。 在 掌握 了 滤波 器 设计 
方法 以 后 ， 实 际 滤波 器 设计 工程 师 可 以 利用 更 快捷 的 滤波 器 分 析 和 设计 工具 ， 它 可 
以 通过 一 个 步 又 来 隐藏 所 有 用 户 和 生产 设计 的 详细 步 又。 一旦 启用 这 个 工具 ， 它 会 
采用 一 个 宽松 的 方案 ， 它 很 容易 通过 术语 来 解释 。 核 心 的 知识 是 对 滤波 器 设计 知识 
和信 门 ,并 且 可 以 直接 设计 所 需 的 滤波 器 振幅 和 相位 响应 。 


5.8 一 个 综合 应 用 : 数据 传输 的 脉冲 整形 


5.8.1 最 优 设计 


一 个 数据 传输 IIR 数字 滤波 器 传输 函数 的 导数 在 和 3. 11 节 条 件 (a) 和 “〔b) 
一 样 时 得 到 [7] 。 为 了 在 * 域 和 入 域 之 间 形 成 一 对 一 的 对 应 ， 我 们 采用 双 线 性 变量 。 
传输 函数 写 为 

P2(A) 
Q,(alB|A) 
这 里 的 0 是 等 间距 线性 相位 多 项 式 。 它 可 以 通过 递 推 公式 得 到 
Q, (a|BIA) =Q,(alBIA) +ys[A? +tanz(na)]0o (alBIA) (5.185) 


H(A)= (5. 184) 
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cos(n—1)acos(n+1)asin(B —-n)asin(B +n)acos na 





sin(2n -1)asin(2n +1)acos:Ba oe 
Qol(alBlA) =1 (5. 187) 
Qi(alBlA) =1+ e008) (5. 188) 


并 且 
Bo; -arglo,[awlp8ljtan(moi[ww)]} =0 wowi=iae i=0,1,…, (5.189) 
稳定 性 的 充分 必要 条 件 是 


a < B>n-l,(Btn-l)a<r (5. 190) 


接着 传输 函数 的 分 子 必须 满足 条 件 (b) 。 最 小 二 乘 拟 合 程序 使 用 MATLAB 来 
确定 分 子 的 系数 。 我 们 也 可 以 添加 一 个 额外 的 约束 系数 oo， 从 而 得 到 传输 函数 斜率 
值 在 中 点 wi 处 的 大 小 。 这 样 就 可 以 控制 滤波 器 的 选择 性 。 

例 5.8 作为 一 个 例子 ,图 5. 27 表示 了 一 个 滤波 器 阶 数 为 10 的 IIR 数字 脉冲 
整形 滤波 器 的 脉冲 响应 和 频率 响应 ， 有 

m=4, wi =T7/8, a=7/40 =0.0785，B=16，c =3.328 

传输 函数 为 
Ha = 全) 

有 
N(z) =4. 619617 -281. 0891z +296. 083122 + 113. 5679z3 +44. 70272z4 + 
874. 0432z -447. 70272z6 + 113. 5679z’ + 296. 0831z8 — 
281. 0891z? +4. 619637z10 
D(z) =1489. 422 ~ 12945. 68z + 55727. 74z2 - 156511. 2z3 +318069. 5z4 — 
490121. 3z5 — 582466z5 - 530424. 3z7 +2357297z8 — 
162687. 2z? + 38663. 07z10 
在 该 例 中 ， 最 大 过 冲 为 0.0777dB ， 最 小 衰减 为 38dB ， 采 样 误差 为 1.86 x10, 上 且 
第 一 副 鸭 为 主办 大 小 的 10% 。 


5. 8.2 运用 MATLAB 设计 数据 传输 滤波 器 


基于 升 余弦 特性 ，MATLAB 通信 工具 包 也 可 以 用 来 设计 FIR 和 IIR 数据 传输 滤 
波 器 。 函 数 为 
1. num =rcosine( Fd,Fs); 
. [num,den| =rcosine( Fd, Fs,type. flag); 
. [num,den] =rcosine( Fd,Fs,type. flag,r); 
. [num,den| =rcosine( Fd,Fs,type_flag,r, delay); 


nm 


. [num,den] =rcosine( Fd, Fs,type_flag,r, delay ,tol) 。 
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图 5.27 例 5.8 中 的 数据 传输 滤波 器 的 响应 
a) 振幅 b) 群 延 迟 c) 脉冲 响应 


第 一 个 函数 给 出 了 一 个 FIR 滤波 器 。 其 他 的 函数 得 到 滤波 器 类 型 和 输入 -输出 
延迟 值 。 滤 波 器 类 型 可 以 是 fiR/normal，fiR/sqrt，iir/normal 或 iir/sqrt。 其 中 “sqrt 
( 开 二 次 方 ) ”主要 设计 两 种 滤波 器 ， 一 个 是 响应 近似 为 升 余 弦 函 数 的 开 二 次 方 根 ; 
另 一 个 是 发 射 机 和 第 二 接收 机 终端 。 这 是 因为 已 经 证 明 该 装置 给 出 了 最 优 的 信 噪 
比 。 从 传输 到 接收 终端 的 总 响应 很 明显 依然 是 一 个 升 余弦 函数 。r 是 衰减 因子 并 且 
大 于 1。 当 滤波 器 的 采样 频率 为 Ff, 时 ，F4 是 输入 信号 的 采样 频率 ，F, 必须 大 
于 kis 


例 5.9 下 面 的 一 个 例子 是 用 MATLAB 设计 一 个 FIR 数据 传输 滤波 器 ， 默 认 的 
阶 数 是 30 〈 响 应 见 图 5. 28 ) 。 
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5.28 例子 5.9 中 的 滤波 器 的 响应 


b) 脉冲 响应 


a) 频率 响应 
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n = rcosine(200 ,1000) 

num = 

Columns 1 through 5 

0. 0000 0. 0030 0. 0119 0. 0214 0. 0211 
Columns 6 through 10 

-0. 0000 -0.0441 -0.0981 -0.1324 -0. 1095 
Columns 10 through 15 
0. 0000 0. 2008 0. 4634 0. 7289 0. 9268 
Columns 16 through 20 

1. 0000 0. 9268 0. 7289 0. 4634 0. 2008 
Columns 21 through 25 
0. 0000 -0. 1095 -0.1324 -0.0981 -0.0441 
Columns 26 through 30 

-0. 0000 0. 0211 0. 0214 0.0119 0. 0030. 
Columns 31 

0. 0000 

> >stem(num) 


> > freqz(num) 


$5.9 小结 


本 章 主要 讨论 了 数字 滤波 器 的 设计 。 这 些 滤波 器 在 许多 应 用 中 替代 了 模拟 连续 
时 间 滤 波 器 ， 比 如 无 线 电 探测 器 、 地 震 勘 察 、 振 动 分 析 、 生 物 医学 信号 分 析 和 声波 
定位 仪 。 这 是 由 于 很 多 原因 ， 比 如 可 靠 性 、 重 现 性 、 准 确 度 高 和 数字 硬件 不 受 时 间 
和 温度 影响 等 。 此 外 ， 数 字 硬 件 的 成 本 降低 以 及 运算 速度 的 提升 ， 同 时 计算 机 的 软 
件 以 及 算法 的 改进 ， 使 得 数字 滤波 器 替代 模拟 滤波 器 切实 可 行 。 其 他 需要 使 用 数字 
滤波 器 的 情况 就 是 在 使 用 过 程 中 有 必要 改变 滤波 器 的 操作 规范 ， 比 如 语音 处 理 过 
程 。 最 后 一 个 独立 的 数字 滤波 器 可 以 同时 在 几 个 信道 内 使 用 ， 每 个 信道 公用 相同 的 
算数 因子 ， 但 是 需要 自己 的 存储 器 。MATLAB 已 成 为 一 个 强大 的 设计 数字 滤波 器 
的 计算 机 辅助 工具 ， 并 且 本 章 关于 运用 该 软件 给 出 了 一 些 例 子 。 本 章 还 总 结 了 在 
FIR 和 IIR 类 型 的 奈 奎 斯 特 数据 传输 滤波 器 的 设计 应 用 。 


习 题 


5.1 设计 一 个 低 通 最 大 平坦 IIR 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 ， 
(a) 通 带 : 0 ~1.5kHz， 衰 减 生 0. 8dB; 
(b) 阻 带 : 2.0 ~3.5kHz， 豪 减 宇 30dB。 


对 /4 


5.3 


5.4 


§:3 
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假设 为 临界 采样 ， 并 且 以 并 联 方式 实现 。 

设计 一 个 低 通 切 比 雪夫 IIR 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 

(a) 通 带 : 0 ~3.2kHz，0.25dB 纹 波 ; 

(b) 阻 带 边缘 : 4. 6kHz， 训 减 己 50dB; 

(c) 采样 频率 : 8kHz。 

以 级 联 的 方式 实现 。 

设计 一 个 带 通 切 比 雪夫 IR 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 ; 

(a) 通 带 : 300 ~3200Hz， 纹 波 为 0.25dB; 

(b) 阻 带 边缘 =100kHz 和 4.2kHz， 并 且 最 小 衰减 为 32dB; 

(c) 采样 频率 : 10kHz。 

设计 一 个 带 阻 切 比 雪夫 IIR 滤波 器 ， 具 有 以 下 特性 : 

(a) 通 带 边缘 频率 : 1kHz 和 3kHz，0. 5dB 纹 波 ; 

(b) 阻 带 : 1.2~1,5kHz， 并 且 最 小 衰减 为 20dB; 

(c) 采样 频率 : 8kHz。 

用 健 里 叶 系 数 设计 方法 得 到 一 个 FIR 低 通 滤 波 器 ， 近 似 理想 特性 为 : 归 一 化 截止 频率 为 
3.2kHz， 阻 带 边 缘 为 4. 6kHz， 采 样 频率 为 8kHz 并 且 阻 带 衰减 为 40dB。 第 一 次 运用 Ham- 
ming 窗 进行 设计 ， 第 二 次 运用 Kaiser 窗 进行 设计 。 滤 波 器 除了 满足 振幅 特性 还 具有 恒定 延 
迟 特性 。 


6 快速 傅 里 叶 变 换 及 其 应 用 


6.1 绪论 
所 1) 表 示 一 个 周期 为 了 的 模拟 信号 ， 根 据 传 里 叶 级 数 形式 我 们 可 以 写成 
和 ,之 cpexp( jkw,t) (6.1) 
这 里 
1 2 a 
6i = TF | ft) exp( ~ jkwst) dt (6. 2a) 
或 者 
1 T 
cf = 元 | f(t) exp( -jos 二 (6.2b) 
并 且 
w, =27/T C6. 3) 
相 比 之 下 ,一 个 非 周 期 信号 f(t) 的 依 里 叶 变 换 由 式 (6.4) 可 得 到 。 
Ca = [ADemp(-jonDd (6.4) 


在 傅 里 时 级 数 的 形式 下 ， 式 (6.2) 的 积分 求 值 决定 了 参数 c 的 取 值 ， 该 计算 
通常 采用 数值 计算 的 方式 得 到 。 它 允许 使 用 有 效 高 速 的 计算 方法 。 由 于 计算 机 只 能 
处 理 变量 i 的 离散 值 ， 所 以 式 (6.2) 的 积分 必须 通过 求 和 近似 得 到 。 

此 外 ， 由 仿 里 叶 级 数 的 表示 ,f(t) 只 能 使 用 有 限 长 级 数 进行 表示 ， 所 以 我 们 通 
常 采用 第 n 级 级 数 部 分 之 和 或 者 截断 级 数 来 获得 该 函数 的 近似 。 


A 二 之 cpexp( jkw,t) (6.5) 


对 于 式 (6.4) 的 传 里 叶 变 换 ， 我 们 必须 计算 有 限 范围 内 的 积分 ， 并 通过 求 和 
逼近 它 的 积分 ， 以 便 可 以 通过 数值 计算 函数 值 。 

在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 一 种 可 行 的 有 效 算法 去 计算 传 里 叶 系数 和 传 里 叶 变 
换 [1'2.7]， 并 构成 一 个 高 速 有 效 的 算法 集合 。 这 个 算法 集合 就 是 我 们 所 熟知 的 快 
速 傅 里 叶 变换 (FFT) 算法 ,该 算法 已 经 结合 软件 广泛 地 使 用 在 数字 计算 机 上 。 一 
且 这 些 算法 结合 信号 处 理 技术 ， 就 可 以 广泛 地 用 于 诸如 快速 眷 积 、 相 关 性 分 析 、 滤 
波 和 功率 谱 的 测量 中 。 本 章 也 会 对 这 些 应 用 进行 具体 的 讨论 。 
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6.2 周期 信号 


一 个 周期 为 了 的 信号 f(:) ,将 周期 7 划分 为 N 个 等 间距 子 区 间 ， 每 个 子 区 间 
持续 时 间 为 7 ， 即 
了 0 三 了 7 有 (6.6) 
假设 我 们 对 函数 丸 世 在 0，7To，270，37o，…，(VY -1)7o 点 处 进行 采样 ， 则 
得 到 一 组 序列 


[fCmTo)} = KoO) RD) Km7o) RON-1To)1 (6.7) 
它 也 可 以 写成 另外 一 种 形式 
[fCm)} = {FCO0) RD FO2) so fm) ,7 FON -1)1 (6.8) 


其 中 ， 大 括号 表示 一 个 序列 ， 而 f( mTo ) 表示 f(t) 的 第 m 个 抽样 结果 。 所 以 ， 
能 够 得 到 一 个 离散 的 时 间 变 量 (m7o) 函数 ， 函 数 只 被 定义 在 这 些 瞬 间 。 利 用 这 种 
序列 ， 我 们 可 以 近似 定义 传 里 叶 系数 o 的 积分 总 和 。 
di—T 
了 一 NTo 
ti 一 (7m70) m=0,1,.…(N-1) 
FED 一 tm) 


T (N-1) 
. = 到 (6.9) 
这 里 通过 定义 式 (6.9) 来 实现 ci 求 值 ， 使 伟 里 叶 系数 的 表达 式 近 似 变 为 
N-1 
“= E/T [exp( ~ jhoom) 1 (6.10) 
或 者 
N-1 
i 三 Df mTo) exp( -jee™) (6.11) 
为 了 简化 计算 ,我 们 令 
大 = exp(j 乞 ) (6. 12) 
于 是 我 们 得 到 
NW=-1 
要- ZAmT)w" (6. 13) 
将 式 (6.12) 代入 式 (6. 1)， 得 到 了 (i) 的 高 散 抽样 点 的 函数 值 
fl(mT,) = 之 ck 各 (6. 14) 


需要 注意 的 是 
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Ww = 1 ti) (6.15) 
对 于 任意 整数 ;， 我 们 可 以 将 式 (6. 14) 明确 的 写成 
及 mmTo) =(…+Cc-N+co+cw 十 …) 
+ (°C_ Nil tc tCeN#l + )207 + 
te np Po Por i 


十 (…: 十 C_1 十 CN_-1 十 C2N_-1l 十 ) Ww VN Dm (6. 16) 


如 果 我 们 定义 混 秋 系数 c,， 可 以 进一步 简化 上 面 的 表达 式 的 结果 


= > CE+iN (6. 17) 


i=—% 


DT A OE 因此 , 式 (6.14) 的 可 以 写 为 


Am70) = Fu" ,其 中 m = 0,1,…,(N-1) (6. 18) 


现在 ， 可 以 通过 代入 m=0, 1, 2, 3，…，(N=-1) 得 到 式 (6. 18) 中 f(z) 的 抽样 
值 。 I 

f(0) ep 而 本 多 上 了 
N-1 


A(D) 三 各 + 二 冲 十 …" 十 ca 十 … 十 CN_12W0 


~ 入 党 二 | 
f(NT, i 70) 三 co 二 cl20X 十 。 wt- -DE 中 os 二 cmw_lW(Y 1) 


(6.19) 
用 和 矩阵 形式 表示 以 上 方程 组 形式 
1 1 1 1 
f(0) 1 w wr wa 
2 PE 
> a : s ~ | (6.20) 
f(NTo -70) ; » 和 
1 wD se Ve wi 
CN-1 
或 者 更 加 简洁 的 形式 
[月 =[Ww][e] a 


现在 的 问题 是 确定 样本 f( m7 ) 的 系数 c;。 为 此 我 们 使 用 虚拟 变量 i 代替 式 
(6.18) 中 的 不 ， 在 第 普 个 方程 式 上 乘 以 w - 包 ， 并 且 将 所 有 乘 过 之 后 的 方程 式 相 加 
得 到 


6 快速 傅 里 叶 变 换 及 其 应 用 131 





N-1 N-1 Nl A 
》 fmTo ww = wm Y cw™ 
m=0 i 


= 5 ci Dw" (6. 22) 
式 (6.22) 右边 第 二 个 和 是 w'i 的 几何 级 数 ， 并 且 由 于 w" =1， 可 以 得 到 


N-1 N(i-k) 
mW) 1 -ww 
Es 1 -wi 
人 三才 (6.23) 
0 (iz#k) 
因此 , 式 (6.22) 变 成 
N-1 和 
Em ™ = oN (6.24) 
或 者 
区 i 
ce Ww Ef mTo)w mk =0,1,.…,(N-1) (6.25) 
m=0 
表示 在 抽样 值 f(m7,) 中 的 混 释 系数。 矩阵 形式 为 
1 1 1 * 1 
1 w-! Ww YI) kl 
a -= 1 i i A 本 (6. 26) 
i y (Nl) 有 COw-D: ANTo -To) 
或 者 
Fe] = 广 [Wy] (6.27) 


现在 可 以 根据 式 (6. 17) 得 到 泥 生 系数 c;。 然 而 ， 由 于 式 (6. 17) 的 和 是 无 


限 的 ， 用 一 般 的 方法 从 cs 获得 cx 是 不 可 能 的 。 但 是 ， 我 们 通常 像 式 (6.5) 那样 通 
过 缩短 级 数 (第 nn 项 和 ) 来 代替 f(t)， 以 便 可 以 利用 式 〈6. 14) 去 近似 抽样 值 ， 
通过 
flmTo) = 到 ch 如 (6.28) 
因此 假定 
ck =0， 当 | 大 | >m (6. 29) 
或 者 忽略 |k| >n 的 参数 。 此 外 ,使 n 被 选择 为 
N>2n (6. 30) 
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如 图 6. 1 所 示 。 
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图 6.1 
a) 一 个 给 定 函 数 的 截断 傅 里 叶 级 数 的 系数 b) 满足 式 (6.30) 的 混和 系数 条 件 


在 式 (6.29) 和 式 (6.30) 的 假设 下 ,能够 利用 混 到 参数 c; 确定 c;， 由 式 
(6.26) 式 (6.31) 得 出 。 


sa 当 |k|<n 
0 当 |k|>n 
因此 ， 我们 可 以 得 出 结论 ， 如 果 利 用 式 (6.5) 中 截断 传 里 时 级 数 形式 来 表示 
f(t) 并 根据 式 (6.30) 选取 适当 的 nm， 那么 参数 ok 能 利用 式 (6.26) 和 式 
(6.31) ,通过 NN 次 抽样 值 用 m7o) 确 定 。 
需要 注意 的 是 ， 在 取 的 采样 点 数量 N 大 于 截断 傅 里 时 级 数 2 倍 的 时 候 ， 式 
(6. 30) 的 条 件 会 经 常 遇 到 。 当 对 一 个 连续 信号 f(1) 进行 采样 时 ， 这 意味 着 应 采取 


足够 高 的 采样 频率 以 满足 式 (6. 30) 。 在 第 4 章 中 ， 我 们 将 采用 另 一 种 方法 对 采样 
理论 进行 讨论 。 


(6.31) 


6.3 非 周期 信号 


接 下 来 我 们 考虑 非 周 期 信号 f(s) 和 它 的 侍 里 叶 变 换 F(w) ， 如 图 6. 2 所 示 。 
此 外 ， 我们 想 要 通过 一 个 有 限 长 的 公式 来 取代 式 (6.4) 的 积分 ， 然 后 通过 求 
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0 ob 加 
b) 


图 6.2 
a) 由 式 (6.32) 定义 的 一 个 非 周 期 函数 的 拓展 b) f(1) 的 频谱 和 式 (6.43) 定义 的 频谱 


和 逼近 最 终 的 积分 结果 ， 最 后 对 一 组 离散 的 @ 值 求 和 。 首 先 通过 /(1) 拓展 构造 一 
个 周期 函数 /,(:) ， 如 图 6. 2a 所 示 。 


f(t) = 全 fl + ET) (6. 32) 
并 且 如 果 
f(i) oF(w) (6.33) 
那么 
f(t) = 革 疾 Fl Kio Yopt jhasos) (6.34) 
其 中 
wo =27/T (6. 35) 


而 且 [ (1/7T)F( hwo) ] 为 周期 函数 (1) 的 仿 里 叶 系 数 。 因 此 ， 之 前 的 分 析 能 够 应 用 
在 f(t) 上 且 


cx= 下 PFCkao) (6.36) 
因此 假设 R(w) 是 带 限 的 ， 带 宽 在 一 定 频率 范围 内 ， 也 就 是 
uel sm, Poy 0 (6.37) 


以 至 于 
当 |k| >n, F(kwo) =0 (6. 38) 
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而 且 n 能 够 满足 
A (6. 39) 
那么 , 式 (6. 32) 通过 利用 截断 级 数 式 (6. 40) 去 允 近 f(i)。 
f(t) = pp Ft ho ) pt jean) (6. 40) 
将 区 间 了 分 成 N 个 等 距 的 子 区 间 ， 每 个 区 间 长 度 为 Th ,那么 
到 = 六 (6.41) 
我 们 在 7 了 上 对 (2?) 进行 N 次 抽样 并 且 将 w=exp (j2m/N) 代入 式 (6. 40) 中 得 到 
f(mTo) = ey F( hoo ) wm™ (6. 42) 
那么 我 们 定义 函数 如 图 6. 2b 所 示 。 
Fad (6. 43) 
可 以 通过 F(w) 对 每 一 个 瑟 的 周期 拓展 得 到 ， 其 中 
w = Nwo (6.44) 


我 们 注意 到 ，F,(w) 不 是 (1) 的 传 里 时 变换 。 接 下 来 ， 我 们 采用 式 (6.45) 
定义 混 秋 系数 ， 在 一 组 频率 下 来 计算 F(w) 。 


cp = 坟 古 (loo) (6.45) 
同 前 一 节 一 样 ， 如 果 我 们 选择 

N >2n (6.46) 

那么 , 式 (6.39) 和 式 (6. 44) 我 们 可 以 简化 为 
Na > 2newo (6.47) 

和 

re . (6. 48) 

其 中 需要 F(w) 的 有 限 带宽 为 lo| =w <2 ww， 即 
当 |o| >Noo 时， F(w) =0 (6. 49) 


如 果 这 个 条 件 满足 的 话 ， 然后 利用 抽样 函数 F, (hwo) ， 可 以 根据 式 (6. 50) 准确 计 
算 F(kwo)。 


天 oo) = | lk|<n (6. 50) 
0 Ik|>xn 


所 以 ， 通过 类 比 式 (6.28) 的 方法 , 使 用 式 (6. 45) 可 以 写成 
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入 NWN-l1 ~ 
万 = (mTo) = Ph F, (kwo)w™ (6.51) 
其 矩阵 形式 为 
万 (0) F, (0) 
m0) = 地 [ Ww] Bm (oo1 (6. 52) 
天 F, (Nwo -ao) 


这 里 [Wy] 与 矩阵 (6.20) 相同 。 
采用 与 从 式 (6. 20) 中 得 到 式 (6.25) 相同 的 方法 ， 我 们 可 以 以 f, (m7, ) 的 形 
式 从 以 上 的 方程 组 中 计算 出 F,( kwo) ， 具 体 如 下 : 


和 TA! 和 
F,(kwo) = Ei (6.53) 
或 
六 (0) 万 (0) 
Boo) |- 了 加] | hr) (6.54) 
F,( Noo — wo) f,(NT, 一 Co) 


这 里 [Ww] 与 式 (6.26) 中 的 矩阵 完全 相同 。 
现在 ， 根 据 式 (6.49) ， 仅 仅 在 F(w) 是 有 限 带宽 的 情况 下 ， 我 们 能 够 确定 式 


(6.50) 。 那 么 已 (kuo) 中 的 六 (m7o) 决 定 了 式 (6.50) 和 式 (6.54) ， 这 意味 着 我 


们 以 F,(z) 的 抽样 值 的 形式 获得 了 (1) 伟 里 叶 变 换 的 抽样 值 。 男 一 方面 ， 如 果 f(i) 
不 符合 式 (6. 49) 的 有 限 带宽 ,但 是 可 以 使 和 足够 大 ， 以 至 于 w 足 够 大 , 使 F(w) 
能 忽略 |w| >wo/2 区 间 以 外 的 值 ， 即 
当 |w|> wo/2, F(w) ~0 (6. 55) 
于 是 ， 


当 | 桂 怪 2 , F(kwo) = F ,( kewo ) (6.56) 


所 以 ， 我 们 仍然 能 够 利用 式 (6. 54) 从 f, (mTo) 中 确定 F( kwo)。 但 是 ， 这 种 
方法 在 逼近 过 程 中 将 存在 一 个 误差 ， 该 误差 称 为 混 压 误差 。 
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e = F(khwo) ~ F,(kwo) (6. 57) 
6.4 离散 傅 里 叶 变 换 


在 前 两 部 分 中 ， 我 们 已 经 看 到 计算 傅 里 叶 系 数 和 传 里 叶 变换 的 问题 可 以 简化 成 
根据 另 一 个 周期 序列 计算 一 个 周期 序列 的 问题 。 因 此 ， 我 们 需要 高 效 的 算法 来 完成 
这 些 计算 。 为 此 ， 我 们 首先 忽视 序列 的 起 源 问题 ， 在 不 管 它们 是 如 何 获得 的 情况 
下 ， 介 绍 一 些 仅 处 理 序列 本 身 的 概念 。 首 先 周期 为 V 的 周期 序列 可 以 写成 

Im = {FCO0) CD 2) Ka，N-1)1 (6. 58) 
这 里 的 花 括号 用 来 表示 一 个 序列 。 我 们 可 以 定义 {f(n)| 的 离散 健 里 叶 变 换 (DFT) 
为 另外 一 个 周期 为 NN 的 周期 序列 


{F(E)} 二 1F(O) ,PC1) ,PC(2) ,FPCn)， ,PCN -1)1 (6.59) 
{f(n)|} 通 过 进行 下 面 的 变换 得 到 。 
N-1 
F(k) = BD fln)w™ (6. 60) 
n=0 
其 中 
2 = exp(j27/N) (6.61) 
相反 的 ， 通 过 {Fr(k) | 的 傅 里 时 逆 变 换 (IDFT) ， 序 列 {f(n) | 也 能 被 表示 为 
N-1 
Nn a 六 荆 F(Dam 6 (6. 62) 
k=0 


式 (6.60) 和 式 (6.62) 的 两 个 序列 与 式 (6.18) 和 式 (6.25) 的 形式 完全 相 
同 ， 所 以 式 (6. 60) 推导 出 式 (6. 62) 的 证 明 与 式 (6. 18) 推导 式 (6.25) 的 证 
明 相 同 。 虽然 如 此 ， 这 里 给 出 一 种 另外 一 种 证 明 方法 。 改 变 式 (6.60) 中 的 指数 ， 
使 其 从 n 变 到 m， 并 有 替代 式 (6. 62) 右边 的 式 子 


1 N-1 1 N-1 N-1 
EP A a (6.63) 
天 =0 人 0 
即 
1 “1 1 AN-1 N-1l i 
3 kn 一 a n-—m 
Wi = NEA™ (Ze ) (6.64) 
然而 
Pu lw (6.65) 
k=0 1l1-w™ 
并 且 代 入 
2WN = exp(j2m) = 1 (6. 66) 
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(nrn-m)N 
人 (60 
因此 式 (6. 64) 变 成 如 式 6. 62) 所 给 出 的 
N-1 
方 忆 PCDwm = HN = fn) (6. 68) 
现在 ,序列 |/(n) | 和 |F() | 被 称 为 NN 阶 离散 伟 里 叶 变 换 对 ， 它 们 可 以 表示 为 
{fCn)} NIFCE)!} (6.69) 


为 了 对 所 有 的 k 和 n, 式 (6.60) 和 式 (6.62) 的 关系 有 效 ， 序 列 必 须 是 周期 性 
的 ， 因 为 w 的 周期 性 为 


w+ (b+N)n 一 exp( 二 和 N ?) (6.70) 


三 砂 + 如 
因此 ， 序 列 的 每 部 分 都 必须 满足 式 (6.71) ; 以 便 使 所 有 的 大和 都 满足 式 (6.60) 。 
F(k+N)=F(E) 
和 
fl(n+N) =f(n) (6.71) 
所 以 离散 传 里 叶 变换 建立 在 两 个 周期 为 V 的 周期 序列 一 一 对 应 的 关系 上 。 
例 6.1 一 个 序列 |f(n)| =11,1,1,1,0,0,0,0,0,01 其 中 和 N=10 为 假设 的 周 
期 。 它 的 离散 健 里 叶 变 换 序列 为 {F(k) | ， 其 中 


9 
F(k) = DS fn)w™, k=0,1,.,9 
n=0 
这 使 得 
F(k) =1 xwt +l xw +l xw +1 xw +0xw- +0xw-* 
+0 XxXw- K+0xw t+0xw- +0xw- 


e . 
去 > exp( — j2knm/10) = exp( - j2km/5) sin( km/2 
n=0 


sin( km/10) 
序列 1F() | 的 结果 是 
{F(k)} = {5,(1 -j3.0777) ,0,(1 - j0.727) ,0,1,0,(1 + j0.727) ,0,(1 +j3.0777)} 
现在 假设 |f(n) | 是非 周期 序列 ， 但 是 它 是 有 限 的 持续 时 间 N。 在 这 种 情况 下 ， 
仍然 可 以 利用 一 个 周期 为 N 的 周期 序列 代替 {f(n)1， 但 是 要 注意 ， 这 两 个 序列 仅 
仅 在 N 上 相等 。 这 意味 着 我 们 可 以 以 相同 的 序列 {1F(k)| 定义 有 限时 间 序 列 的 
DFT， 只 要 对 式 (6.60) 所 给 出 的 表达 式 进 行 适当 解释 ， 规定 只 有 符合 式 
(6.72) ， 他 们 才 是 有 效 的 。 
n<N 
和 
k<N (6.72) 
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6.5 快速 傅 里 叶 变换 算法 


式 (6.60) 和 式 〈6. 62) 定义 了 一 个 序列 的 DFT 和 逆 DFT。 式 (6.60) 能 够 
写成 如 下 矩阵 形式 。 


1 1 5 1 
F(0) 1 wl ww-2 Ww-3 ..。 W-(V-1) f(0) 
ML) 三 | 了 -2 Ww-4 WW- ..。 wl1) fA(1) 
i tw- -atw-D 3 ww (N-1)? MN) 
C6.739 
或 者 
[F] =[wn][f] (6.74) 
类 似 的 ， 式 (6.62) 可 以 代入 这 种 形式 中 
[Lf] = 方 [Wy][ 友 (6.75) 


这 里 的 [Ww] 通过 [Wn] 中 w-* 到 w* 的 变换 得 到 。 总 的 来 说 ， 可 以 假设 ， 序 列 
中 的 每 一 个 部 分 都 可 以 是 复数 。 

我 们 现在 利用 式 (6.73) 或 式 (6.75)， 考 虑 由 序列 |f(n)|} 计 算 1F(k)| (和 
由 序列 {F(k)} 计算 1f(n)}) 的 问题 。 首 先 注意 到 ， 如 果 找 到 一 种 有 效 的 利用 式 
(6.74) 计算 DFT 的 算法 ,那么 式 (6.75) 定义 的 IDFT 能 够 使 用 同样 的 算法 进行 
计算 。 因 为 除了 用 w-' 代 替 w 和 因子 V 之 外 ， 二 者 的 形式 完全 相同 。 所 以 ， 只 需 
要 考虑 式 〈6. 74) 的 情况 。 

现在 ， 由 于 和 抢 阵 的 特有 属性 ， 使 得 由 [用 计算 [F] 的 过 程 大 量 简化 。 任 何 
提高 这 种 计算 的 算法 都 被 称 为 快速 傅 里 叶 变换 (FFT) 算法 。 特 别 的 ， 如 果 是 2 
的 整数 寡 ， 算 法 尤为 有 效 和 快速 。 

利用 式 (6.73) 直接 由 {f(n)1| 求 解 1F(k)| 包 括 了 N(N -1) 次 乘法 和 相同 数 
目的 加 法 。N 非常 大 时 ， 因 为 它 通常 是 一 个 函数 的 精确 表示 ， 大 约 需 要 (N -1)? 
次 乘法 和 相同 数目 的 加 法 。 我 们 现在 检查 一 下 这 种 算法 的 一 般 特 性 ， 乘 法 次 数 减少 
到 (NN/2)log2(N/2) ， 加 法 的 次 数 减少 至 (W)logz(N) 。 周 期 为 Y 的 序列 的 直接 传 里 
叶 变 换 有 时 被 称 为 N 点 DFT。 


6.5.1 按时 间 抽 取 的 快速 竺 里 叶 变 换 


将 和 N=2* ( 工 为 正 数 ) 的 序列 {|f(n)| 按 n 的 奇偶 分 成 两 个 交错 的 序列 ， 偶 数 部 
分 为 
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该 0 大 2 fA4) FON —2)| (6.76a) 
奇数 部 分 为 
ECL OICSY) fCN=1) (6. 76b) 
其 中 ,NN 是 偶数 ， 因 为 它 是 2 的 整数 宕 。 
根据 式 (6.67) 的 分 解 ， 先 写 出 式 (6.73) 序列 |F(k) | 的 前 N/2 项 为 


[Wana] 
F(0) 1 1 ee 1 f(0) 
F(1) 1 < -WL) f(2) 
F(2) =| 1 w-4 < f(4) 
F(zN-1) Y -atwa , ,2 221) AN -2) 
1 1 i 1 A(1) 
w-! wr-3 a 2 一 CN-1) f(3) 
十 w-2 WwW-® "» w-2N-1) (SS) (6.77) 
(CD ,3(N2-1) 和 (ND ND AN-1) 
[a] 
其 中 [Wyo] 和 [Wwz] 的 关系 为 
1 0 
w-! 
[Wa = w-? [wz ] (6.78) 
0 w-(M2-1) 
[Wl =[ Wa] [Ww] 
因此 式 (6.77) 可 以 写成 
F(0) 及 0) f1) 
F(1) f(2) f(3) 
OD) Waal| A |+[Wa[Wwa]| A5) | (679) 
F(3N-1) N32) AN-1) 


用 类 似 的 方法 ，{ (Ek) | 的 后 N/2 项 可 以 写成 
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1 

F{=N 

6 A(0) A1) 
Bow*l)| . f(2) f(3) 

1 =[Wwz]| f4) |1-[W] [Wya]| f(5) (6. 80) 
F(3N+2 : 

: AN=2) f(N-1) 

F(N-1) 


很 明显 , 除了 式 (6. 80) 后 部 分 的 符号 不 同 外 , 式 (6.79) 中 F(k) 的 计算 与 式 
(6.80) 中 F(%) 的 计算 相同 图 6.3 形象 地 表示 了 式 (6.79) 和 式 (6. 80) 的 计 
算 过 程 。 

因此 ,我 们 成 功 地 将 一 个 NN 点 傅 里 叶 变换 减少 为 两 个 N/2 点 的 傅 里 叶 变 换 ， 
如 果 这 个 迭代 过 程 的 次 数 为 


lopyN = =log, (3") (6. 81) 
那么 我 们 实现 了 一 个 二 阶 的 变换 ， 每 一 个 2 点 的 变换 都 有 一 个 矩阵 
=。 Ti 
[Wm]=| | (6. 82) 


并 且 这 个 变换 不 需要 乘法 。 每 减少 一 阶 需 要 (N/2) 次 (复数) 相 乘 ， 因 此 ， 完 
整 变换 的 所 需 计 算 (混合 ) 相 乘 的 总 次 数 为 


N N 
M. =(3)1og (2) (6. 83) 
f(0) 
Linek A f02) 
FW [Wn] | rw 
f(N-2) 
f(0) 
, f(3) 
F(N/2 + hk) ne 和 Wn | f(5 ) 
Ww 1 
0<k<N/2-1 FN 


图 6.3 式 (6.79) 和 式 (6. 80) 中 计算 的 符号 描述 
(复数 ) 加 法 所 需要 的 总 次 数 为 
A. = NlogsN (6. 84) 
对 比 直接 运算 需要 (NN -1)? 次 乘法 和 N(N -1) 次 加 法 ， 这 些 蔡 代 大 大 减少 了 
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运算 量 。 例 如 一 个 64 点 的 变换 ， 直 接 计算 需要 (63 )” = 3639 次 乘法 和 64 x 63 = 
4032 次 加 法 。 比 较 而 言 ，FFT 算法 需要 3210g,32 = 160 次 乘法 和 64log,64 =384 次 
加 法 ， 这 是 一 个 相当 大 的 减少 ， 这 种 计算 的 简化 将 随 着 入 值 变 得 更 大 而 变 得 更 加 
难以 想象 。 
例 6.2 考虑 一 个 4 点 传 里 时 转换 矩阵 计算 量 的 减少 。 
bl 1 1 1 


~ 1 wl! w ?2 w-3 
[Wi]= | 和 ee (6. 85) 
1 -3 -6 -9 
由 
Ww-! = ex ( = 
=exp ( -jm/2) 
=cos 工 -jsin 工 
2 2 
= -i 
并 且 注 意 到 w*=w-“**， 得 到 
' | 1 1 
: 1 -j -1 jij 
[Ws] = (6. 86) 
1 =L 1 -1 
1 4 = 


图 6.4 表示 的 是 [WW] 简化 所 需 的 图 。 


F(0)=f(0) +f(2) +f(1) +f(3) f(0) +f(2) f(0) 
f(0) —f(2) A 
fl1) +f(3) f(D) 
A1) -03) > 


图 6.4 4 点 FFT 答 阵 简化 所 需 的 计算 


~ F(1)=f(0) —f(2) -ilf(l) -A(3)] 
F(2)=f(0) +f(2) —f(1) —f(3) 
F(3)=f0) —f(2) +j[f(1)—f(3)] 





这 些 流 图 称 为 蝶 形 ， 并 且 每 一 个 蝶 形 的 约定 表述 如 图 6. 5 所 示 : 

(a) 箭头 表示 相 乘 。 

(b) 蝶 形 左边 的 实 点 表示 : 如 果 点 位 于 任 一 数 的 上 边 ， 右 边 两 个 数 就 进行 相 
加 ， 如 果 点 位 于 任 一 数 的 下 边 ， 右 边 两 个 数 就 进行 相 减 。 


例 6.3 关于 一 个 8 点 的 矩阵 【了 酌 ] 变换 的 简化 , 根据 w-! = exp ( -j2m/8)， 
可 以 得 到 
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3) b) 


图 6.5 蝶 形 运算 的 习惯 表示 
a) 加 减法 b) 乘法 、 加 法 和 减法 











2172 
w-4= -1， w= we 三 ]5 Wl 
2 6 


很 明显 w-*=w-%+ 中 并 且 
I 


图 6.6 为 8 点 转换 简化 的 流程 图 。 


F(0) 





图 6.6 8 点 FFT 的 简化 


位 翻转 

检查 图 6.4 和 图 6.6 得 到 ,序列 1F(E)| 中 的 项 按 自然 顺序 出 现 。 但 是 ， 
if(n)1} 中 的 项 以 交替 的 规律 出 现 。 这 是 由 于 序列 {f(n)|} 项 的 连续 交 秋 所 必需 的 转 
换 规则 的 简化 。 由 于 这 种 计算 总 是 利用 数字 计算 机 处 理 ， 我 们 来 使 用 二 进 制 数 论证 
N=8 的 1f(n)|} 序 列 。 由 图 6.6 知道 |f(n) 1 的 规律 符合 如 下 对 应 关系 : 
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f(0) L000jJ: 
f(4) [L100]: 
f(2) [L010]: 


f(0) L000] 


f(1)L001] 
f(2)L010] 


f(6)[110]: f(3)L011] 

及 1)[001]: f(4)L100] 

有 凡 5)[101]: f(5)L101] 

f(3)L011]: f(6)L110] 

AATL111]: £7)L111] 
由 以 上 对 应 关系 很 明显 可 以 看 出 ， 序 列 |f(n)| 的 顺序 改变 规则 符合 一 种 方法 ， 这 
种 方法 被 称 为 位 翻转 。 因 为 它 导致 1f(n) | 的 二 进 制 表示 的 逆转 或 反 演 。 

接 下 来 ， 我 们 注意 到 ， 如 果 我 们 仅仅 改变 指数 w 的 符号 ， 那么 逆 变 换 可 以 用 
上 面相 同 的 方法 得 到 。 如 果 我 们 将 蝶 形 运算 中 的 加 和 减 的 结果 除 以 2， 那 么 式 
(6.75) 中 的 因子 (1AN) 就 可 以 被 引入 。 

最 后 ， 可 以 观测 到 的 使 用 计算 机 计算 w 点 转换 的 计算 ， 仅 仅 需要 足够 的 内 存 
来 保存 N 个 〈 复 数 ) 位 置 。 这 是 因为 蝶 形 运算 的 输入 和 输出 都 是 两 个 变量 ， 输 出 
数据 可 以 立即 使 用 原 输入 数据 节点 所 占用 的 内 存 ， 因 此 ， 这 种 计算 方法 被 称 为 同 址 
计算 。 

6. 5.2 按 频 率 抽取 的 快速 侍 里 叶 变 换 


用 于 序列 |f(n)| 早 期 的 分 解 和 插入 过 程 同样 可 以 用 于 序列 |F(k)|， 因 此 ,将 
1F(E) | 中 的 项 分 为 奇偶 两 个 部 分 ， 由 式 (6.73) 可 知 ， 偶 数 部 分 为 


Ww/z 








F(0) lL 1 es 1 f(0) +f(N/2) 
F(2) 1 w-2 w-4 w N27-D | Fi) 4FCN/2 +1) 
F(4) |=| 1 


w-4 ws w-4N2-D) | f(2) +f(N/2 +2) 


.wam22 fCN/2) +KN-1) 
(6. 87) 


F(N-2)」 [1 w-zw2- 


同样 的 ， 奇 数 项 为 


F(1) f(0) -fA(N/2) 

F(3) f(1) -fA(N/2 +1) 

F(5) f(2) -fA(N/2 +2) 
F(N-1) | sn NW) FLN2 -1 AN-1) 





(6. 88) 
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对 比 [ 久 wp] 和 [Wws] 的 表示 ， 我们 可 以 得 到 他 们 的 关系 。 
1 


[Wh ] = [Wi] 0 w-? (6. 89) 


w- (N21) 


因此 ， 甜 阵 [ Ww ] 可 以 用 于 计算 为 奇数 和 偶数 时 的 |1F(k)|, 式 (6.89) 的 使 用 
是 为 了 获得 N/2 阶 的 转换 。 因 此 ， 图 6.7 描述 了 这 种 算法 。 利 用 前 面 蝶 形 运算 相 
同 的 惯例 ， 我 们 重复 这 个 过 程 ， 直 到 2 点 转换 的 完成 。 这 种 情况 下 的 计算 与 按时 间 
抽取 的 FFT 相同 。 图 6. 8 为 N=8 的 按 频 率 抽 选 FFT 的 简 图 。 很 明显 ， 这 里 也 一 
样 ， 序 列 {f(n) } 的 项 是 以 自然 顺序 出 现 的 ， 然 而 转换 序列 { F(E) 是 以 位 翻转 顺序 
出 现 的 。 


F (0) 
F (2) 
F(4) |= [Wa] - fln) 
E Linen 
F (N-2) 
F (1) A Linen 
re |= 区 wm] 一 一 f(NI2 +n) 
: W 
F(N-1) 


图 6.7 式 (6.87) 和 式 (6.88) 的 运算 符号 图 
6.5.3 基 -4 快 速 傅 里 叶 变 换 


到 目前 为 止 通过 将 点 转换 (其 中 入 =2:) 分 解 成 基本 的 不 需要 乘法 运算 的 2 
点 转换 ， 这 种 算法 称 为 基 -2FFT。 如 果 N=4:， 那 么 可 以 把 矩阵 [ W] 写 成 

1 1 1 下 
1 mj -1 
1 -1l ] 一 1 
天 的 
作为 这 种 变换 的 基本 和 矩阵 。 在 这 种 情况 下 ， 序 列 1f(n)| 中 的 项 被 分 解 成 4 个 交叉 
的 子 集 。[ Wy] 为 (N/4) 点 变换 的 方 阵 。 并 且 


[W,] = (6.90) 
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2 


人 yw 


A /MA 
KX sf 
EY 


图 6.8 ”N=8 的 按 频率 抽取 FFT 的 简 图 





A 
LD,] = O mW-3 i=1,2,3,… (6.91) 


wiN-1) 


那么 ， 序列 {F(k)} 的 前 NA4 的 项 为 


F(0) f(0) FLY 
hl(1) f(4) f(5) 
F(2) =[Wxa)| fl8) |+[D] [Wya]| fC9) 
FCN/4 1) AN-4) PN-3) 
f(2) f(3) 
_ f(6) 、 HT) 
+[D2] [Wra]| fl(10) |+[Ds] [Wryal| fl11) (6.92) 
AN-2) N=1) 


序列 的 下 一 个 N/4 项 为 


in i) | io 人 


FCN/2 <) JAN-4) AN-3) 
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fl2) A3) 
Ti et Cia | A | (6.93) 
AN-2) AN-1) 








. | 间 
F(1) Linek f(4) 
: 一 6 [Wa] 
O0<k<N/4-1 
F(N/4—1) f(N-—4) 
F(N/4) 
Fw4+D | - 
FWA2 -1) 
F(N/2) 
FOW2+D | _ 
ee 
F(3N/4) 
FGNIA+ UD _ 
FN-1) 
它 包含 了 式 (6. 92) 相同 的 计算 并 且 乘 以 式 (4. 90) 中 [W] 的 第 二 行 [1 -j 
-1 j]。 对 第 3 个 和 第 4 个 (N/4) 项 的 序列 重复 这 个 过 程 ， 得 到 如 图 (6.9) 所 


示 的 基 -4FFT。 
N 点 转换 简化 成 4 点 转换 所 减少 的 每 部 分 数目 为 


Line k + N/4 


Line k+ N/2 


Line k+ 3N/4 


图 6.9 基 =-4FFT 


logaN—1 =logs(N/4) (6. 94) 
并 且 因 为 每 个 部 分 包括 3 (N/4) 个 复数 乘法 ， 总 共 需 要 
,= Nlogs( N/4) (6.95) 
同样 的 ， 复数 加 法 的 总 数 为 
A, =2NlogaN (6. 96) 


比较 式 (6. 96) 和 式 (6. 84) 我 们 知道 ， 所 需要 加 法 的 次 数 与 基 -2 转换 相 
同 。 然 而 ,通过 比较 式 (6.95) 和 式 (6. 83) 我 们 可 以 得 到 ， 基 -4 算法 中 乘法 
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次 数 的 减少 超过 25% 。 
6.6 ”离散 储 里 叶 变 换 的 性 质 
离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 有 几 个 重要 的 性 质 ， 它 可 以 被 认为 是 第 2 章 连 续 信 号 


研究 相对 应 的 研究 。 现 在 这 些 性 质 被 提出 是 因为 它们 能 够 制定 离散 时 间 信 和 号 的 傅 里 
叶 变 换 理 论 。 这 些 信 号 是 定义 在 离散 时 间 上 的 ， 因 此 它们 被 称 为 序列 。 


6.6.1 线性 
如 果 

[Ka) NI FCE) | (6.97) 
并 且 

15Cn) 上 N{ (ED) (6.98) 
那么 

alf(n)} +b{h(n) | Nal FOE)! +b{H(E)} (6.99) 

这 个 性 质 可 以 从 DFT 的 定义 式 (6. 60) 中 直接 得 到 。 
6.6.2 圆周 卷 积 


考虑 两 个 周期 序列 的 转换 如 式 〈6. 97) 和 式 〈6. 98)。 定 义 两 个 序列 |f(n)|} 和 
ih(n)| 的 圆周 卷 积 为 序列 |g(n) | 
{gC(n)} = {fl(n)} * {h(n)} 


8 pn) (6. 100) 
很 明显 它 是 _“ 个 周期 为 的 序列 ， 可 以 进行 DFT。 因 此 ， 可 以 写成 
|[g(n) |} NIG(E))| (6. 101) 
这 里 
Ct 芒 三 S g(ajw (6. 102) 


n=0 
对 式 (6. 100) 两 边 都 进行 DFT， 并 且 利用 式 (6. 60) 可 得 
N-1 N-l 
G(k) = 2 (SAmhn -=m))™ 


Wl 
一 Dfm) Dhln-m)w™ (6. 103) 
记 m=0 
令 (n-m) =r， 可 得 
N-l—m 
Fan mw™ = w"™ bp h(r)w™™ (6. 104) 


并 且 因为 |h(7) | 和 w-" 都 是 周期 为 的 序列 ， 于 是 从 式 (6.104) 可 知 ,， 从 一 m 
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到 (=-1-z) 的 和 与 从 0 到 (V-1) 的 和 相同 。 因 此 式 (6. 104) 可 转换 为 
N-1 
wD h(r)w™ = w™H(E) (6. 105) 
r=0 
代入 式 (6. 103) 得 到 


N-1 
G(k) = SAm A 


N-1 
= H(E) 》 frw™ (6. 106) 
m=0 


= H(k)F(E) 
因此 ,我 们 已 经 证 明 两 个 周期 序列 卷 积 的 DFT 是 这 两 个 序列 分 别 卷 积 的 结果 。 因 
为 它们 的 周期 性 ， 序列 |g (n)| 被 称 为 周期 或 者 圆周 卷 积 。 很 明显 ， 利 用 式 
(6. 100) 和 式 Ce 式 (6. 106) ee 


Em -m) = 太史 POH) (6. 107) 
根据 式 (6. 106)， 很 明显 看 出 ， pi ey 使 得 
{fln)} * {h(n)} = {h(n)} * {f(n)! (6. 108) 
即 
Zin-m = EhmAn -由 (6. 109) 


6.6.3 周期 序列 的 移 位 
由 式 〈6. 104) 和 式 (6. 105) 可 以 看 到 如 果 


[fC HENGCED 1 (6.110) 
然后 得 到 一 对 移 位 对 
[Km -mm) Nwo-™{F(E)| (6.111) 
并 且 
[Fnm+mm) | Nw™ {FOE)) (6.112) 


这 就 意味 着 序列 的 m 次 移 位 的 结果 是 它 的 DFT 乘 以 w-™。 同 样 ， 由 于 序列 的 周期 
性 ,通过 (m +) 的 移 位 可 以 得 到 相同 的 关系 。 


6. 6.4 ”对 称 性 和 共 郝 对 


序列 |f(n)| 和 它 的 DFT{F(%) |} 的 周期 都 是 N， 所 以 我 们 可 以 写成 
f(-n)=f(N-n) F(-k)=F(N-E) (6. 113) 
根据 式 (6. 60) 典型 DFT 的 表示 ,， 式 (6. 113) 两 边 求 复 共 思 可 得 (注意 w* 
=w-!) 


N-1 
Fx(k) = Df*(n)w™ (6. 114) 
n=0 
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2 

n=(N-m) (6.115) 
并 且 利 用 式 (6. 113) 我 们 可 得 

N-1 

FP*(E) = Df (N=- mw ™ (6. 116) 

m=0 
同样 

W™ =w™ + (6.117) 


因此 式 (6. 116) 可 以 化 为 
N-1 
F*(k) = Sf (mw™ (6. 118) 


然而 ， 以 上 序列 的 和 就 是 序列 jf* ( -n)| 的 DFT。 因 此 ,我 们 可 以 得 到 一 个 转 
换 对 


f° (Cn)}NIF* (Ek)) (6. 119) 

同样 的 可 以 写成 
FD = EA) 

= FAN — m)exp[Lk(N — m)] (6. 120) 

并 且 利用 式 (6. 113) 得 
F(-k) = SA- m)w- (6. 121) 

因此 ， 得 到 的 转换 对 为 

[fC -nn) | NIFC -&)! (6. 122) 


纵 观 以 上 分 析 ， 我 们 认为 序列 {f(n) | 为 复数 。 另 一 方面 ， 如 果 |1f(n)| 是 一 个 实数 
序列 (这 种 情况 发 生 在 该 序列 是 通过 采样 实数 时 间 函 数 所 得 的 ) ， 那 么 

f° (=n)=f( =n) 

F*(k)=F( —k) (6. 123) 
这 样式 (6. 119) 可 以 转化 为 式 (6.112)。 由 于 F(-k) =F(N--k)， 那么 如 果 下 
(k) 适 用 于 k=0，1，2,，…，N/2， 也 同样 适用 于 所 有 的 有。 


6. 6.5 帕 塞 伐 尔 定理 和 功率 谱 


对 于 一 个 连续 的 周期 信号 ， 我 们 也 需要 关注 其 表示 成 周期 序列 的 离散 信号 的 功 
率 谱 。 考 虑 到 转换 对 为 


{fCn) NIFCE)] 
和 

lg(n)}N{GCE)| (6. 124) 
通过 式 (6. 107) 的 卷 积 关系 ,我 们 可 以 得 到 
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N=l N-1 


Dfln)e(n-m) = 六 F(k)G(h) we (6. 125) 
m=0 k=0 
这 里 设 n=0， 可 以 得 到 
N-1 N-1 
之 败 m)5(- m) = 方 忆 PCDG( (6. 126) 
如 果 用 有 g"” (m) 代 替 g( fe 那么 式 (6. pa 中 的 G(k) 被 G*(k) 所 替代 ， 化 为 
Ene (m) = Er (k) (6. 127) 
这 是 式 (6. 126) 所 给 的 连续 信号 帕 塞 伐 尔 定理 的 离散 形式 。 特殊 的 ， 如 果 令 
fl(m) =g(m) (6. 128) 


式 (6. 127) 的 表示 变 为 
N-1 N- 
Em = 广 世 | F(k) 12 (6. 129) 


这 就 是 信号 的 功率 。 以 上 的 关系 是 式 2.49) 的 离散 所 对 应 的 。 并 且 可 以 确定 的 
是 功率 谱 与 最 初 序列 的 功率 相同 。(1/N) IF(k) 12 被 称 为 功率 谱 密 度 或 者 简称 为 信 
号 的 功率 谱 。 


6.6.6 圆周 相关 
两 个 序列 |f(n)1 和 |g(n)| 之 同 的 全 同和 28 光 2 }， 定 义 为 


Re(m) = Ee + m) (6. 130) 
对 上 式 两 边 进行 DFT， 并 且 根据 式 (6.60) 可 得 
DFTIRa(m) | -Ee + m) jw™ 
-EA A Eeln + mu™ (6. 131) 
令 (n+m) =r， 由 序列 和 w 的 周期 性 ， 可 得 
Ze + m) Ww = we 这 gw 


= Lich) (6. 132) 
将 式 (6. 132) 代入 式 (6. 131) 可 得 


N=-1 
DFT {Ras(m)} = sad 
-cD 》 FA) (6. 133) 


或 者 
DFTIRe(m)| = Fw (k) GCE) (6. 134) 
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上 式 (6. 134) 右边 部 分 被 称 为 序列 {f(n) | 和 |g(n)| 互 功率 谱 。 因 此 ， 可 得 到 转 
换 对 


Rs(m)N NF" (k) GE) (6. 135) 
直接 使 用 频率 变量 w。， 可 以 写成 
Ri (mTo)N NF" (hwo) Gl howo) (6. 136) 


现在 , 令 式 (6.130) 中 的 fn) = ds I 
I 


Ry(m) = 育 Efn)fln tm) (6. 137) 
所 以 式 (6.135) 和 式 (6.136) 给 出 
Rg(m) NF" (k)F(E) (6. 138a) 
或 者 
Rg(m) NIF(E) 12 (6. 138b) 
并 且 
Rg(mTONN L | (kwwo) (2 (6. 139) 


将 式 (6. 138) 与 式 (6. 129) 进行 比较 ， 可 以 得 到 由 自 相关 序列 和 功率 谱 形成 的 
一 组 DFT 变换 对 。 


6. 6.7 离散 傅 里 叶 变 换 与 z 变换 之 间 的 关系 
设 F(z) 为 有 限 长 为 N 的 序列 {f(n)} 的 单 边 z 变换 。 因 此 


F(z) = TA)a™ (6. 140) 
这 里 ， 在 单位 加 上 [z=exp(j9) ]， 上 式 (6.140) 变 为 
Flexp(j6)] = Ff(n)exp( ~ in0) (6. 141) 
0=2mk/N， 上 式 (6. 141) 变 为 
F(k) = FEA" (6. 142) 


因此 ， 通 过 计算 一 个 序列 在 单位 圆 N 个 等 间距 点 上 的 z 变换 ， 就 可 以 得 到 该 序列 的 
DFT 变换 。 


6.7 利用 FFT 进行 频谱 分 析 


前 面 所 讨论 高 效 算法 是 为 了 进行 傅 里 叶 积分 以 及 傅 里 时 级 数 的 系数 计算 号] 。 
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这 就 是 频谱 分 析 ， 这 节 主 要 讨论 其 中 涉及 到 一 些 频谱 计算 的 主要 问题 。 
6.7.1 傅 里 时 积分 的 计算 


给 定 一 个 非 周期 函数 f(t)， 利 用 式 (6.32) 和 式 (6.43) 可 以 定义 两 个 周期 
函数 


FLY = 区 fls + kT) (6. 143) 
和 
F,(w) = > F(w+rw) (6. 144) 
这 里 
f(t) oF(w) (6. 145) 
且 
w=Noo =N(2mX7) (6. 146) 
然后 , (1) 在 时 间 7 上 进行 抽样 ， 这 里 每 个 To 都 有 
T=NT, (6. 147) 


并 且 每 经 过 wo，F,(w) 被 抽样 一 次 。 式 (6.143) 和 式 (6.144) 的 抽样 值 由 式 
(6. 148) 和 式 (6. 149) 可 得 


f(mTo) = > fl(mTo + kT) (6. 148) 


天 = 一 中 


F(nwo) = 和 F(nwo + rw) (6. 149) 


我 们 可 以 看 到 fm7T) 和 (1/T)F(nwo ) 形 成 离散 傅 里 叶 转 换 对 ， 即 
大 mTo)N 二 (nao) (6. 150) 

因此 ， 可 以 利用 FFT 算 法 由 一 个 序列 计算 另 一 个 序列 。 这 时 只 需要 计算 所 需要 的 
两 个 参数 T 和 NN。 

假设 f(t) 是 被 定义 在 区 间 [0，a] 上 ， 并 且 在 这 个 区 间 外 为 0， 如 图 6. 10a 所 
示 。 在 第 3 章 我 们 知道 ， 一 个 有 限时 长 的 函数 不 能 同时 具有 频带 限制 。 于 是 序列 让 
(m7,) ， 如 6.3 节 解 释 的 那样 ， 仅 能 通过 逼近 得 到 ， 混 释 误 差 如 式 (6.57) 所 表 
示 。 

现在 ， 如 果 定 义 f(1) 的 区 间 为 [0，a]， 那 么 可 以 选择 7 =a， 如 图 6. 10b 所 
示 ，, 并 且 N 是 有 效 FFT 算法 的 阶 数 。 

因此 ， 我 们 利用 该 算法 由 FL m7 ) 求 F(nawo ) 。 如 果 当 lol >w， 且 w <w/2 时 
F(w) 可 忽略 (这 个 条 件 当 N 足够 大 时 将 会 满足 ) ， 那 么 可 以 利用 式 (6.56) 进行 
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fF(?) 
上 
0 a 
a) 
f(D 
1 
O — To 全 
b) 
fn) 
! 上 
他 汽 有 2 a 
To 
c) 
六 0 
i 
D， 一 而 T 
d) 
图 6.10 
a) 函数 成) b) 选择 T=a ec) T<a d) T>a 
定义 。 
Flnwo) Inls 仿 
F(nwo)~ (6., 151) 


0 Inl > 六 


在 这 种 计算 中 有 两 个 主要 的 问题 混合 误差 和 转换 分 辨 率 。 
(i) 混 秋 误差 
自然 地 ， 减 小 混 秋 误差 应 该 是 主要 的 一 个 目标 。 混 益 误 差 为 
s=F(nwo) -Fnwo) 


(6. 152) 
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如 6.3 节 所 解释 的 ， 根据 式 (6. 44) ， 混 又 误差 可 以 通过 提高 w 来 降低 。 这 里 有 两 
种 提高 w 的 方法 ,第 一 种 是 选择 具有 较 大 NN 值 的 处 理 器 (或 者 软件 ) 。 不 管 怎样 ， 
如 果 这 个 可 用 的 处 理 器 有 一 个 确定 的 较 大 的 NN 值 ， 就 可 以 避免 出 现 不 可 接受 的 混 
释 误 差 。 那 么 另外 一 种 提高 w 的 方法 是 使 7 比 区 间 数 值 a 小， 如 图 4. 10e 所 示 。 然 


而 ， 在 这 个 情况 下 (1) 抽样 得 到 了 (m7o) 并 不 等 于 f(m7T。)，, 但 是 可 以 按照 式 
(6. 148) 通过 对 f(m7To) 求 和 得 到 。 
(ii) 转换 分 辨 率 
如 果 选 择 7=a， 函 数 f(1) 连续 ， 分辨 率 将 会 变 大 ， 那 么 (ww) 的 抽样 将 被 wo = 
27/T=2m/a 间隔 开 ， 因 此 F(w) 变 得 更 加 密集 。 这 种 情况 下 ， 认 为 F(w) 的 分 辨 率 
是 比较 好 的 。 因 此 ， 如 果 需 要 更 好 的 分 辨 率 ， 我 们 必须 提高 7， 通 过 使 了 大 于 信和 号 
持续 时 间 ， 即 7>a， 如 图 6. 10d 所 示 。 如 果 在 +>a 时 f(t) =0， 那么 我 们 可 以 得 到 
一 个 函数 
和 f(t) 0O<i<a 
不全 < | a<ti<T 
这 是 我 们 使 f(m7,) 加 上 一 系列 零点 抽样 以 提高 7 的 结果 ， 如 图 4. 10d 所 示 ， 
这 个 过 程 被 称 为 零 填充 。 
现在 ， 提 高 了 导致 wo ,的 降低 ， 对 于 一 个 固定 N 值 从 式 (6. 133) 中 降低 w 值 ， 
这 种 结果 提高 了 混 秋 误差。 因此， 为 了 在 保持 混 又 误差 不 变 的 情况 下 通过 降低 wo 
来 提高 分 辨 率 ， 我 们 必须 也 提高 Y， 也 就 是 需要 一 个 字 长 较 长 的 处 理 器 。 


6.7.2 全 里 时 系数 的 计算 
对 于 一 个 周期 为 了 的 周期 函数 ， 它 的 傅 里 叶 级 数 为 


(6. 153 ) 


f(i) = 之 exp( jwot) wo = 各 (6. 154) 
我 们 可 以 看 到 ， 如 果 混 县 系数 定义 为 
ck = 到 ChrrN (6. 155) 


那么 f(i) 的 抽样 值 fm7o) 和 混 肥 系数 可 以 通过 式 (6.20) 和 式 (6.26) 关联 
起 来 ， 即 它们 可 以 形成 一 个 DFT 变换 对 


fl(mTo) Ne, To=T/N (6. 156) 
因此 式 (6.26) 给 出 


[5] = 广 [ 阅 虽 (6.157) 


此 外 ， 可 以 利用 FFT 算法 完成 所 需 的 计算 。 如 果 我 们 利用 截断 储 里 叶 级 数 表示 
f(z) ， 即 为 
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(ty = 之 crexp( jkcwot) (6. 158) 
在 6.2 节 中 我 们 曾经 表示 过 ， 当 时 选择 
N>2n (6. 159) 
将 得 到 
Be 当 IE < 六 
6 = (6. 160) 
|] 当中 > 六 


并 且 泥 番 误 差 为 0。 这 里 
oi = 于 [Dexp — jkwot) dt 


= LEAT"™ (6. 161) 
妈 
[es] =N[WILA (6. 162) 


可 是 ， 如 果 我 们 不 用 截断 伟 里 叶 级 数 , 但 是 假设 当 1kl > N/2 时 ，cx 是 可 以 忽略 的 ， 
如 6. 2 节 所 给 一 样 : 


(6. 163) 


并 且 混 又 误差 为 


B=6, — 0, (6. 164) 
所 以 ,， 当 1 1 >N/2 时 ， 如 果 cj 是 可 以 忽略 的 ， 那么 混合 误差 很 小 。 如 果 当 
1k1 >N/2 时 cj 不 可 和 忽略， 那么 我 们 必须 提高 FFT 算法 的 阶 数 以 便 减 小 混 又 误差 。 


6.8 频谱 窗 


6. 8.1 连续 时 间 信 号 


在 6.7 节 中 ， 对 定义 在 一 个 区 间 内 且 区 间 以 外 为 0 的 信号 f(t) ,我们 用 FFT 完 
成 了 频谱 分 析 。 另 一 种 看 待 这 个 问题 的 方法 是 : 假设 在 一 个 有 限 区 间 [ -a4, a] 
上 ,对 于 所 有 的 +,， f(t) 均 存在 ， 并且 是 已 知 的 或 者 可 通过 观察 得 到 的 ， 如 图 6. 11 
所 示 。 在 这 章 我 们 将 在 频谱 分 析 中 讨论 一 种 利用 f(s) 的 截断 傅 里 叶 级 数 来 减少 误差 
的 技术 。 
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对 每 一 个 :都 在 区 间 [ -a, a] 的 fi) ,我 们 希望 确定 fi) 的 频谱 F(w)。 实 
际 上 ， 我们 给 定 一 个 函数 


f(t) =w, (i)f(t) (6. 165) 
这 里 
1 lal 
“(1 ={0 ep Wy 


因此 ， 频 谱 (ww) 不 能 够 完全 精确 的 确定 ， 只 能 估算 。 对 已 知 的 f。(i) 进行 仿 里 叶 
变换 F,(w)。 那 么 


w(t)f(t) oF,(w) (6. 167) 
这 里 
Wa [f(D exp( = 交 池 十 (6. 168) 


很 明显 w(t) 是 一 个 矩形 窗 ， 当 (i) 乘 以 w,(it) 时 ,将 得 到 一 个 了 (1) 的 截断 函数 帮 
(1) ， 然 而 


w(t) ne (6. 169) 
因此 结合 式 (6. 167) 和 频率 卷 积 定理 得 到 
Felw) = 3-P(o)" (sme®) 
Se sina(w — 1) 
s [Po) ee dh (6. 170) 





1 


一 & 0 a 


图 6.11 函数 刀 轨 在 区 间 [ -a,，a] 的 观察 结果 


如 果 它 被 用 于 估算 R(w) ， 像 以 前 几 章 提 到 那样 ， 那 么 很 明显 这 种 估计 的 效果 
不 是 很 好 ， 具 体 原 因 如 下 : 

(a) F,(w) 是 FF(w) 在 一 个 阶 为 2w/a 区 间 内 的 加 权 平 均值 。 因 此 ，F(w) 在 这 
个 区 间 的 快速 变化 F,(w) 不 能 够 表示 出 来 。 

(b) 权 函 数 sina(w - 凡 )/T(w 玉 )( 见 图 6.12) 有 很 大 的 侧 波状 ,计算 过 程 
中 容易 引入 失真 。 

(ce) 函数 sna(w -/)Xm(o 一 凡 ) 可 能 是 负 的 。 

我 们 的 目标 是 改善 从 f,(i) 信 算 (w) 的 准确 度 。 为 此 ， 我 们 利用 窗 函数 
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sinal(w — 1) 
7 F (1) 





ww 


图 6.12 函数 sina(w 一 上)/T7(w 一 kK) 和 它 在 式 (6.170) 中 的 应 用 


fult) =w(i)f(t) (6. 171) 
这 里 w(i) 是 实数 ， 侦 数 且 时 间 限 制 在 区 间 [ -a, a] 内 。 它 的 转换 满足 
W(w) > 0,W(0) = Ww)do =1 (6. 172) 


平滑 频谱 变 为 
F,(w) = [fst) exp( 一 jwt) dt 


3 [f(D) wt) exp( -jot) dt (6.173) 
利用 式 (6. 171) 和 频率 卷 积 定理 可 以 得 到 


Fw) = 2| FO) Ww -pt) ty 
= Fo pW) dp (6. 174) 
此 外 F,(w) 是 F(w) 的 加 权 平均 数 ， 这 里 我 们 能 够 通过 选择 合适 的 w(1) 来 改善 这 
种 加 权 逼 近 。w(i) 的 傅 里 时 变换 Ww) 被 称 为 一 个 频谱 窗 ， 反 之 w(i 被 称 为 迟滞 


窗 。 式 (6. 174) 的 关系 如 图 6. 13 所 示 。 在 选择 频谱 窗 时 ， 以 下 两 个 因素 必须 要 
考虑 。 


W (w -1) 


F (1) 


HK 
0 人 


图 6.13 如 式 (6.174) 所 表示 的 在 频谱 分 析 中 使 用 一 般 窗 函数 
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(i) 分 辩 率 

假设 F(w) 的 频谱 在 ol 和 wz 有 两 个 峰值 ， 为 了 检测 到 这 两 点 或 者 通过 平滑 的 
频谱 F,(w) 确 定 ， 我 们 必须 选择 带宽 不 能 超过 (ws - wi) 的 下 (w)。 这 个 频谱 窗口 
带宽 合理 的 尺寸 是 它 主体 波 瓣 的 宽度 。 通 过 不 确定 原则 ， 主 波 瓣 的 宽度 由 区 间 2a 
的 宽度 决定 。 

(ii) 泄漏 

如 果 一 个 峰值 (wi ) 比 另 一 个 相 邻 的 峰值 F(w, ) 小 ， 即 使 (wo -wi ) 超 过 窗 函 
数 的 带宽 ， 那 么 这 个 小 的 峰值 也 可 能 不 会 显示 。 这 种 降低 的 程度 是 由 丈 (w) 的 侧 波 
瓣 的 大 小 决定 的 ， 因 此 如 果 在 增 大 w 的 同时 丈 (w) 快速 衰减， 那么 泄漏 可 以 被 减 
小 。 

由 以 上 讨论 可 知 ， 通 常 来 说 ,一 个 好 的 窗 函数 频谱 都 集中 在 它 的 主 波 六 ， 且 频 
谱 较 窗 ， 并 且 侧 波 瓣 为 正 且 尽 可 能 的 小 。 窗 函数 的 性 质 是 建立 在 傅 里 时 变换 的 性 质 
上 的 。 令 








wt) Ww) (6. 175) 
那么 性 质 [11，12] 可 以 根据 第 2 章 的 讨论 结果 ， 很 容易 推导 出 如 下 结论 : 
(1) 如 果 w(s) 是 一 个 普通 的 不 含 脉冲 的 函数 ， 那 么 


当 o 一 o ,W(w)—0 (6. 176) 
(2) 此 外 ， 如 果 w(t) 是 连续 的 ， 那么 
当 wo 一 o ,woW(w)—0 (6. 177) 
(3) 如 果 w(i) 第 次 导数 存在 并 且 连 续 
当 w 一 oo ,wt Ww)—0 (6. 178 ) 


于 是 ， 如 果 我 们 要 求 WW(w) 接 近 0 的 速度 比 1/w* 快 ， 那么 w(t) 的 选择 应 使 它 的 第 
k 次 导数 连续 。w(t) 和 它 的 第 一 个 次 导数 在 区 间 [ -a, a] 内 的 最 终点 必须 为 
0， 即 
w+a) =w (+ia) =… =za(0)(+ta) =0 (6. 179 ) 
选择 一 个 窗 函 数 后 ， 可 将 FFT 算法 用 于 fw(i) 的 频谱 估算 。 很 明显 ， 带 宽 越 窗 和 旁 
带 纹 波 越 小 的 频谱 窗 ， 频 谱 估 算 越 准确 。 同 时 ， 窄 带宽 可 以 产生 一 个 好 的 FFT 分 
辨 率 ， 小 的 旁 带 纹 波 可 以 使 信号 频谱 部 分 的 干扰 最 小 化 。 例 如 一 个 Hamming 窗 变 
换 对 〈 见 图 6.14) 如 下 : 
(°. 54 +0. 46cos ee (6. 180) 
该 窗 函 数 有 一 个 性 质 : 当 w 一 %w 时 ，WW(w) 一 0， 速 度 二 16/w。 此 外 ，Hamming 
窗 的 频谱 ( 见 图 6. 14b) 在 主 波 瓣 部 分 集中 了 99. 96% 的 能 量 ， 并 且 最 大 的 旁 波 办 
比 主 波 瓣 低 了 43dB。 
频谱 窗 也 可 以 用 于 以 截断 傅 里 叶 级 数 表示 的 周期 信号 的 频谱 分 析 。 因 此 
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wa(D) 


HH(w) 


图 6. 14 
a) Hamming 窗 b) Hamming 窗 的 频谱 


N 
fl0) = Bw fnT)exp( ~ jno?) 


= 元 三 FCo -A) Wp) dy (6.181) 
这 里 窗口 w(n) 时 第 2 章 中 所 给 的 表达 式 之 一 ， 且 hw， nN。 
6. 8.2 离散 时 间 信号 


在 前 几 部 分 的 离散 时 间 部 分 的 分 析 可 以 通过 对 信和 号 序列 的 计算 得 到 。 当 使 用 
FFT 算法 可 以 很 自然 的 得 到 结果 ， 所 以 对 连续 时 间 信 和 号 的 抽样 和 它 的 频谱 共同 产生 
了 一 个 DFT 对 ， 其 中 信号 抽样 nT) 形式 为 一 个 离散 的 时 间 信号 。 因 此， 如 果 这 个 
信号 已 经 是 离散 时 间 信 号 ,我 们 所 需 的 就 是 离散 时 间 窗 函数 。 事 实 上 他 们 已 经 通过 
式 (5.141) ~ 式 (5.147) 给 出 。 因 此 ， 先 运用 FFT 算法 之 前 ,离散 时 间 函 数 
fln) 先 通过 一 个 窗 函 数 ， 如 下 式 (6. 182) 所 示 。 
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fu(n) =w(n)fln) (6. 182) 
然后 对 f,(n) 进行 FFT 运算 。 


6.9 利用 FFT 的 快速 卷 积 、 滤 波 和 相关 

FFT 算法 的 速度 和 效率 为 它 在 频谱 分 析 以 外 的 应 用 领域 打开 了 广阔 的 区 域 。 其 
中 最 主要 的 三 种 应 用 包括 : 卷 积 、 滤 波 和 相关 。 
6.9.1 圆周 (周期 ) 卷 积 

对 于 两 个 DFT 变换 对 


[h(n) | NIHCE)!} (6. 183) 
和 


{fCn) INIFCE)) (6. 184) 
首先 ， 这 里 假设 这 是 一 个 周期 为 的 序列 。 序 列 |h(n) | 和 |f(n) | 的 周期 卷 积 利用 
式 (6. 100) 定义 为 序列 


{an)} = {h(n)} * {fCn)} 
A N-1 
二 Zhen —m) (6. 185) 
并 且 ， 如 式 (6. 106) 表示 ， 如 果 
lg(n) | NIGCE)| (6. 186) 
那么 
G(k) =H(E)F(E) (6. 187) 


完成 两 个 序列 |f(n)1 和 {h(n)| 的 快速 圆周 卷 积 ,意味 着 我 们 必须 对 每 个 序列 利用 
FFT 算 法 进行 DT， 得 到 结果 为 G(k)， 如 式 (6.187) 所 示 ， 最 后 利用 FFT 对 
{c(C6)1+ 做 IDFT 变换 ， 得 到 所 求 结果 {g(m) | 。 


6.9.2 非 周期 卷 积 


通常 ，{Kn)} 和 {A(za)} 是 非 周期 的 并 且 有 限时 长 分 别 为 工 和 天 。 这 两 个 序列 
的 卷 积 为 


g(n) = h(m)f(n — m) (6. 188) 


它 的 时 长 为 工 + 天 -1。 这 种 情况 下 ， 通过 选择 来 执行 快速 卷 积 ， 其 中 ，N 必须 是 
2 的 备 指 数 ， 并 且 满 足 

N>L+K-l1 (6. 189) 
之 后 每 个 序列 的 时 长 通过 适当 的 填 零 操作 增加 为 N。 三 个 序列 都 被 认为 是 同一 个 周 
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期 的 周期 序列 ， 并 且 FFT 算法 被 用 于 计算 其 圆周 卷 积 序列 。 尽 管 结果 是 一 个 周期 
序列 ， 只 有 一 个 周期 被 认为 是 我 们 想得到 的 卷 积 序 列 。 


6.9.3 滤波 和 分 段 卷 积 


现在 ， 可 以 看 到 ， 卷 积 在 滤波 操作 中 是 非常 重要 的 ，|f(n)|} 是 一 个 脉冲 响应 
为 |h(n)| 的 FTIR 滤波 器 的 输入 ,输出 为 |g(n) |。 我 们 再 次 考虑 卷 积 操作 ， 并 且说 
明 滤波 过 程 能 够 通过 使 用 FFT 来 完成 。 假 设 ， 如 图 6. 15 所 示 ， 





OnSL-1 fn) =0 (6. 190) 
和 
当 0 >n>K-1,h(n) =0 (6. 191) 
0 K—1 
图 6.15 式 (6.190) 和 式 (6.191) 定义 的 两 个 序列 
{fl(n)1 和 {h(n)} 都 是 有 限 的 因果 序列 ,但 是 持 续 时 间 不 同 。 滤 波 器 的 输出 序 
列 为 


天 一 1 


g(n) = Dh(mfln-m) OsnsL+K-2 (6. 192) 
m=0 


接 下 来 我 们 定义 序列 的 N 点 DFTs， 这 里 的 W 满足 式 (6. 189) ， 并 且 使 用 零 填 充 。 
滤波 器 的 响应 能 够 通过 以 下 步骤 进行 计算 : 

(i) 利用 FFT 算法 计算 {h(n)| 和 {|f(n)} 的 DFT; 

(i) 计算 已 (5) RE) 的 乘积 (k=0, 1, 2,…); 

(十 ) 利用 与 (i) 相同 的 FET 算法 计算 GC(k) 的 IDFT。 

以 上 步骤 需要 (6logyN +4) 次 乘法 ,然而 式 (6. 192) 的 直接 计算 需要 天 次 
乘法 。 因 此 ， 计 算 的 减少 更 展现 了 FFT 算法 的 特点 ， 即 使 卷 积 和 实现 FIR 滤波 器 
的 计算 更 加 高 效 。 例 如 , 工 = 玉 =256， 使 用 FFT 需要 58 次 乘法 ， 相 比 之 下 如 果 利 
用 式 (6. 192) 的 直接 实现 需要 256 次 。 

现在 ,按照 以 上 程序 ,假设 全 部 输入 序列 1f(n)| 在 处 理 开始 之 前 是 有 效 的 。 
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所 以 ， 如 果 输 入 序列 | 成 m) 上 比 脉冲 序列 f(z) 上 更 长 ， 即 工 >> 天 ， 一 个 相应 长 度 的 
延迟 在 计算 中 会 产生 ， 这 在 实时 滤波 中 是 不 允许 的 。 这 种 情况 下 ， 为 了 使 延迟 最 小 
化 ， 我 们 将 每 个 序列 划分 为 持续 时 间 为 M 的 子 序 列 ， 并 且 每 一 个 序列 都 进行 单独 
处 理 。 因 此 ， 对 于 工 >>K 我 们 可 以 写 出 


fn} = SA) O<n<s(g+1)M-1 (6. 193) 
i=0 
这 里 (gq +1) 是 子 序列 的 数目 。 其 中 , L 和 M 的 关系 为 
FFT 算法 的 系数 入 是 2 的 震级 数 ， 并 且 满 足 
N=>M+K-1 (6. 195) 


子 序列 被 定义 为 
filn)=f(n) iM<ns<(i+1)(M-1) 
=0 其 他 (6. 196) 
对 M=4， 如 图 6. 16 所 示 。 
fn) 


0 L-1 
四 CD 
0 M-! 
fi(n) ] 
0 M 


f,(n) 


0 2M 
图 6.16 通过 式 (6.196) 定义 的 子 序列 
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那么 ， 输 出 序列 可 以 写成 


天 -1 ga 
g(n) = EE hmfln-m) 
9 
2 Dei(n) (6. 197) 
其 中 
gi(n) = Ehmfln -由 (6. 198) 


式 (6. 197) 和 式 (6. 198) 意味 着 响应 |g(n) | 序列 能 够 用 一 些 局 部 卷 积 的 又 加 来 
计算 。 每 一 个 计算 结果 都 可 以 作为 序列 h(n) 子 列 f:(n) 的 非 周 期 卷 积 。 因 此 ， 局 部 
卷 积 能 够 通过 两 个 增强 序列 的 周期 卷 积 求 得 ， 如 6. 9.2 节 所 讨论 。 利 用 


(iM-1)<n<(it+l)M+K-1 (6. 199) 
和 式 (6. 198) 给 出 第 i 个 局 部 卷 积 

gi(iM-1)=0 

gi(iM) =h(0)f(iM) 

gi(iM+1) =h(0)f(iM +1) +h(1)f(iM) (6. 200) 


gL (i+l)M+K-2] =h(K- DA G+1)M-1]h(K-1) 

gi[ (i+1)M+K-1] =0 
由 以 上 表示 我 们 知道 ， 第 ;个 局 部 卷 积 序列 有 (M + 天 -1) 个 非 零 元 素 ， 它 能 够 被 存 
人 一 个 数组 g; 中 ， 如 图 6. 17 所 示 。g; 中 的 元 素 可 以 由 式 (6. 201) 计算 得 到 

gi(n) =IDFI[ H(k) F.(k) ] (6. 201) 

我 们 需要 一 个 (M+K-1) 点 fFFT。 随 后 ,我 们 得 到 一 个 g(n) 值 的 数组 ， 通 过 引入 
go，&g1，… 中 的 部 分 元 素 ， 进 而 添加 这 些 元 素 并 覆盖 它们 之 间 相 邻 的 部 分 。 如 图 
6. 17 所 示 。 那 么 ， 当 必 输 入 样本 可 用 时 ， 计 算 过 程 就 可 以 开始 了 。 并 且 当 第 一 子 
部 分 的 操作 开始 进行 时 ， 第 一 批 路 输出 样本 的 值 就 变 得 有 效 了 。 在 这 种 方式 下 ， 
计算 过 程 中 的 延迟 能 够 有 效 降 低 。 这 种 方法 称 为 分 段 卷 积 。 


6.9.4 快速 相关 
两 个 周期 序列 |f(n) 1 和 {g(z) | 之 间 的 周期 互相 关 定 义 为 
BO = Ee #0 (6. 202) 
并 且 它 被 表示 为 
DFT{Ra(m)} =HF" (k) Gk) (6. 203) 


于 是 , 互相 关 Rj (m) 可 以 用 以 下 方式 进行 计算 : 利用 FFT 算法 对 1f(n)| 和 
ig(n)1 进 行 DFT， 之 后 得 到 * (k) G() 的 结果 ， 最 后 对 (1AN)F* (k)G(K) 进 行 
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6.17 分 段 卷 积 


IDFT 获得 互相 关 函 数 。 与 式 (6. 202) 的 直接 计算 比较 ， 计 算 减 少 的 结果 与 卷 积 情 
况 下 的 相同 。 同 样 的 ， 一 个 序列 的 周期 自 相 关 为 

Ry(m) = EA + m) (6. 204) 
因此 由 式 (6. 137) 所 给 可 得 

DFT{Rg(m)|} = 方 P* (有 (有 


1 
= 六 IF (6. 205 ) 


因此 ， 序 列 Rg(m) 可 以 通过 利用 FFT 算 法 由 f(n) 求 FR(k) 而 获得 ,那么 我 们 就 可 以 
得 到 (1/N) 1F(k) 1?; 并 且 通 过 利用 FFT 可 以 计算 它 的 IDFT， 从 而 获得 所 需 序 列 
{Ry( m)}。 

在 以 上 利用 FFT 算法 的 相关 序列 计算 中 ， 如 果 序列 是 非 周 期 的 ， 可 以 根据 
6. 9.2 节 中 的 讨论 来 修改 步骤 。 此 外 ， 分 段 相关 能 够 采用 与 6. 9. 3 节 中 分 段 卷 积 相 
似 的 方法 进行 讨论 。 相 关 序 列 主要 应 用 在 统计 信号 处 理 领 域 上 ， 这 些 将 在 随后 章节 
中 进行 介绍 。 


6.10 MATLAB 软件 的 使 用 


一 个 序列 的 DFT 能 够 通过 利用 MATLAB 中 的 信号 处 理工 具 箱 来 获得 。 对 于 一 
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个 通过 矢量 [xj] 定义 的 序列 ，FFT 可 以 由 站 = 熏 (x) 得 到 ， 且 幅度 和 相位 频谱 可 以 
通过 以 下 语句 得 到 : 
m =abs(y) 
P=unwrap(angle(y) ) 
还 可 以 在 转换 中 指定 n 点 的 数目 ， 利 用 Y= 纹 (x,，n) 得 到 ， 如 果 序 列 的 长 度 大 于 
n， 那 么 它 将 被 截断 ; 反之， 如 果 序 列 长 度 小 于 n， 将 进行 填 零 操作 。 

两 个 序列 [a] 和 [bj 的 卷 积 可 以 通过 c=conv (a，b) 求 得 。 

DFT 的 逆 变 换 可 以 通过 x=i (7y) 求 得。 


6.11 小 结 


这 一 章 主要 讨论 了 算法 及 其 相关 的 概念 ， 它 们 一 般 被 用 于 信号 的 频谱 分 析 和 滤 
波 ， 用 于 提高 计算 的 速度 和 效率 。 通 过 介绍 离散 传 里 时 变换 ， 可 以 利用 被 称 为 快速 
傅 里 叶 变 换 的 计算 方法 ， 可 以 使 得 两 个 序列 相关 ， 并 由 一 个 序列 求解 出 另 一 个 序 
列 。 然 而 ， 需 要 记 住 的 是 ，FFT 仅仅 是 一 种 算法 ， 它 的 引入 最 初 是 为 了 计算 傅 里 时 
系数 和 传 里 叶 函 数 的 积分 。 但 是 ， 它 的 应 用 已 经 远 远 超 出 这 些 ， 在 信号 处 理 的 许多 
操作 中 ， 例 如 滤波 、 快 速 卷 积 和 快速 相关 中 都 已 应 用 。 


习 题 
6.1 求 以 下 序列 N=16 的 DFT 


Ca ts Ts TO Ds O07 ,00.0 0 0 1; Ts Ls 
(b) {1, 1 i; 4, 1, 1 0， 0， 0， 0， 0， 0， 0， 0， 0， 0}， 
(ce) 10， 0， 0， ls 1s ly Ws 1, 1L, 0， 0， 0， 0， 0， 0， QFs 


6.2 求 以 下 序列 N=128 的 DFT。 
f(0) =f(1) =f(2) =f(125) =f(126) =f(127) =1 
fl(n)=0 3<n<124 
6.3 画 出 W=l6 的 按时 间 抽 取 FFT 算 法 的 简化 图 。 
6.4 ”计算 以 下 序列 N=16 的 DFT， 并 利用 结果 计算 以 下 序列 的 卷 积 。 
fl(n) =sin(4mn/7) +0. lsin(4mn/13) 
{sinn} 和 exp{ -10n! 
6.5 利用 MATLAB 计算 习题 6.4 中 信号 的 功率 谱 ， 假 设 使 用 N=16 的 FFT 并 且 使 用 Hamming 
- 窗 。 


7 随机 信号 和 功率 谱 


7.1 绪论 


我 们 讨论 了 这 么 多 的 信号 和 系统 ， 都 默认 为 信号 可 以 通过 解析 表达 式 、 微 分 方 
程 、 差 分 方程 甚至 任意 图 形 来 定义 的 。 这 些 信号 被 称 为 确定 的 。 同 样 的 ， 确 定性 的 
系统 也 可 以 通过 微分 方程 、 积 分 方程 或 者 其 他 函数 描述 。 然 而 ， 大 多 数 信 号 都 是 随 
机 的 或 者 大 部 分 含有 随机 部 分 ， 因 为 在 信号 发 生源 或 者 传输 过 程 中 的 信道 都 会 引入 
噪声 。 这 些 信 号 需要 使 用 统计 的 方法 进行 描述 ， 这 就 产生 了 对 随机 信号 处 理 领 域 的 
研究 。 这 一 章 将 讨论 适用 于 描述 随机 信号 的 概念 和 相关 技术 ， 包 括 模拟 信号 
和 数字 信号 。 然 而 处 理 这 些 随机 信和 号 的 系统 本 身 是 具有 确定 性 的 。 


7.2 随机 变量 


考虑 这 样 一 种 情况 ， 我 们 首先 进行 了 多 次 实验 ， 并 记录 了 每 次 实验 的 结果 59; 
(i=1, 2,…)。 因 此 , 我 们 得 到 一 组 可 能 的 结果 A，A 中 包括 91，5 ，…， 这 组 
数据 可 能 是 有 限 长 的 或 者 (理论 上 ) 是 无 限 长 的 。 那 么 , 我们 可 以 令 f (5) 是 9 满 
足 某 种 规则 得 到 的 数 。 如 此 ， 我 们 建立 一 个 函数 1 (5 ) ， 或 简 记 为 f, f 定义 域 为 
A， 且 它 的 范围 是 f (91), f (9;) ，…， 这 个 函数 被 称 为 一 个 随机 变量 5 。 本 
章 中 的 随机 量 之 后 都 用 黑体 字 进 行 表示 。 


7.2.1 概率 分 布 函数 


一 个 随机 变量 f 可 以 在 范围 [fi, 卢 ] 内 存在 实数 值 ， 这 里 及 可 以 小 至 - om ， 
万 可 以 大 至 + m 。 让 我 们 在 整个 范围 [fi, 万] 内 观察 这 个 变量 ， 并 且 定 义 它 的 概 
率 分 布 函数 为 


P(A = prob[f </] CT. 1 
它 是 随机 变量 f 的 概率 ， 并 且 假 设 f 的 值 小 于 所 给 的 f。 


7.2.2 概率 密度 函数 


如 果 概 率 分 布 函数 P(f) (变量 为 f) 可 微 ， 那 么 我 们 定义 概率 密度 函数 为 
p(f) = = (元 2 
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它 有 一 个 很 明显 的 特性 


[Led=1 (7.3) 
因为 任何 f 值 都 位 于 [ -om，+o] 之 间 。 此 外 ,f 在 fh 和 所 之 间 的 概率 为 
Prob[f' <f < 万 ] = fp DY (7.4) 


概率 密度 函数 的 图 形 曲线 指出 了 假设 的 f 值 的 最 佳 范围 。 例 如 ， 一 个 经 常 提 到 的 概 
率 密度 函数 是 高 斯 概率 密度 函数 ， 如 式 (7.5) 所 示 : 
pO = DIEerp[ -df-9)2/2o7] (7.5) 


这 里 o 和 是 常数 ， 函 数 如 图 7.1 所 示 。 男 一 个 例子 如 图 7.2 所 示 ， 对 于 位 于 


LA ,万 ] 区 间 的 随机 变量 f 来 说 ， 没 有 最 佳 范围 。 概 率 密度 被 认为 是 均匀 的 ， 如 式 
(7.6) 所 示 : 


ph =1/(f-h) fsfsp 
=0 其 他 (7.6) 
p(f) 


p(f) 


(2I1o)?2 





n 了 0 h 万 区 


图 7.1 式 (7.5) 定义 的 高 斯 概率 密度 函数 图 7.2 式 (7.6) 均匀 概率 密度 分 布 函数 


7.2.3 联合 分 布 
在 实验 中 ,我们 可 能 得 到 两 组 实验 结果 
gris pas Es 
和 
Ge 6 83 a 《了 .了 
观察 人 和 g 分别 小 于 f 和 & 的 概率 ， 可 以 得 到 f 和 g 的 联合 概率 分 布 函 数 。 
P(f,g) =Problf <f,g <g] (7.8) 
f 和 8g 的 联合 概率 密度 函数 定义 为 
_ 9P(f,g) 


此 外 ,区间 [ - m，+%] 包含 了 f 和 g， 我 们 能 够 得 到 
[rd de =1 (7.10) 
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如 果 任 何 $s 的 事件 对 任何 $j 的 事件 没有 任何 影响 ， 相 反 情 况 下 也 没有 影响 ， 
那么 两 个 表示 (9n, op, “a) 和 (Sa, Sg, “= ) 结果 的 随机 变量 《和 g， 被 称 为 
独立 的 统计 。 在 这 种 情况 下 : 


p(f,g) =p(f)p(g) C7 LY 
7.2.4 统计 参数 


随机 变量 的 性 质 可 以 通过 一 系列 参数 来 进行 描述 。 现 在 我 们 回顾 一 下 : 
(i) 随机 变量 f 的 期 望 值 被 表示 为 (有 ) 或 者 mn/， 其 定义 为 


EA s [ fpNA = (7.12) 
更 普遍 的 ， 如 果 随 机 参数 u 是 两 个 随机 变量 f 和 &g 的 函数 ， 即 
usu(f,g) (7. 13) 
那么 
五 [u] = [wau (7. 14) 
且 
Prob[u<u<u+du] =Prob[f<f <f+df,g <g<g+dg] C7 3S) 
即 
pl(u)du=p(f,8)dfdg (7. 16) 
根据 式 (7. 14) ， 这 里 给 出 
Elu] = | [wpe)pCs)dnag (7.17) 
式 (7. 13) 在 特殊 情况 
u=fg (7.18) 
下 ， 我 们 得 到 
E[lfe] = [| fspU,e) dfae (7.19) 


此 外 ,如 果 f 和 &g 是 相互 独立 的 变量 ,那么 利用 式 (7. 11) 和 式 〈7. 19) 得 到 
Elfg] = [fo(i)df[ gp(e)de 


= E[f]E[g] (7.20) 
(i) 随机 变量 f 的 第 ” 阶 矩 被 定义 为 
E[P] = [fp NY (7.21) 
特殊 的 ,n=2 的 二 阶 撼 为 
EI?] = [fp NY (7.22) 


总 是 可 以 通过 减 去 变量 ?来 得 到 中 心 变量 ， 这 里 给 出 中 心 变量 人 为 
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f =f -7 
=f_E[f] (2 
这 是 一 个 零 均 值 变量 。 
f 的 二 阶 中 心 矩 为 
E[fR] =E[(f-n)’] (了 .24 


注意 ， 这 种 期 望 运 算 五 [. ] 是 线性 的 ， 我 们 可 得 到 
E[ (f -nm)?] =E[] —E[2nf] 十 7 
=E[f] -2nE[f] + 


=E[f] -7m (7:25) 
(证) 中 心 二 阶 矩 被 称 为 了 的 方差 ， 表 示 成 o?。 那 么 
of =E[f] -7 
=E[f] -EI[f] (7.26) 


例 7.1 利用 均匀 概率 密度 的 定义 式 (7.6)， 计算 f 的 均值 和 方差 。 
解 : 


ELf] = f° rdf = +f) 





fih -fi 
= 了 (F277) 
了 用 f/f3-f3 
We Ce 
将 上 面 两 式 代 入 式 (7. 26) 我 们 可 以 得 到 方差 
_£12 
六 = 下 这 (7.29) 


例 7.2 利用 高 斯 概率 密度 的 定义 式 (7.5) 计算 随机 变量 f 的 均值 和 方差 。 
解 : 直接 运用 式 (7. 12) 和 式 (7.26) 给 出 的 高 斯 概率 密度 


Elf] = 六 三 (7. 30) 
并 且 
E[f?]=o*+7 
或 者 
of = (7,31) 


7.3 ”模拟 随机 过 程 


我 们 已 经 知道 ， 随 机 变量 f 可 以 理解 为 一 个 规则 ， 这 个 规则 为 每 一 个 实验 结果 
2i 分 配 一 个 数 f (5) 作为 表示 。 我 们 现在 定义 一 个 随机 过 程 (或 者 随机 信和 号) f 
(ti 5) 以 一 种 规则 为 每 个 6 定义 一 个 函数 f (i, 95)。 也 就 是 一 个 随机 过 程 是 一 个 
取决 于 参数 6 的 时 间 函 数 的 集合 。 图 7. 3 表示 了 随机 过 程 的 构成 。 对 每 一 个 5; 都 有 
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一 个 时 间 函 数 。 整 组 的 函数 被 称 为 集合 ， 然 而 ， 每 个 单独 的 函数 被 称 为 样本 函数 ， 
或 者 简称 为 样本 。 


f(t, &1) f(t, &2) f(t, 6n) 





图 7.3 作为 一 个 样本 集合 的 模拟 随机 过 程 


我 们 利用 f (t+，5 ) 来 表示 随机 过 程 ， 简 单 起 见 ， 我 们 经 常 先 排除 参数 6， 而 
只 通过 f(t) 表示 这 个 过 程 。 随 机 过 程 可 以 假设 为 下 面 的 解释 之 一 : 

(a) 如 果 + 和 5 都 是 变量 ， 那 么 是 函数 f (1, 5) 的 一 个 集合 。 

(b) 如 果 65 是 定 值 ，t 是 变量 , 那么 f(t) 是 一 个 信号 时 间 函 数 或 者 是 过 程 的 一 
个 样本 。 

(c) 如 果 t 是 定 值 ， 5 是 变量 , 那么 f(t) 是 一 个 随机 变量 。 

(d) 如 果 t 和 6 都 是 定 值 ， 那么 f(t) 是 一 个 数 。 


7.3.1 随机 过 程 统计 


由 以 上 定义 我 们 可 以 知道 ， 对 每 一 个 t+ 来 说 ， 随 机 过 程 是 一 个 随机 变量 没有 限 
制 的 数 。 因 此 ， 对 于 特殊 的 +，f(i) 是 一 个 随机 变量 ,， 它 的 概率 分 布 函数 为 
P(f,t) =Prob[f(i) </f] (7 32) 
它 取决 于 上 ， 且 它 等 于 组 成 所 有 结果 95; 事件 [f(i) < 几 的 概率 。 在 特定 的 时 间 点 i， 
所 给 过 程 的 样本 f(i,6;) 小 于 f 的 值 。P(f,t) 对 f 求 导 得 到 概率 密度 
p(FD = (7.33) 


式 (7.33) 中 的 函数 P(f，i) 被 称 为 一 阶 分 布 ， 且 在 式 (10.33) 中 的 p(f, 5 是 
过 程 人 ti) 的 一 阶 密度 。 

在 两 个 特殊 的 时 间 点 4 和, f(#) 和 f(t,) 是 不 同 的 随机 变量 。 

它们 联合 概率 分 布 为 

POfi ,fasti,ts) =Prob[f(t) <fi f(t) <f] (7.34) 

它们 概率 密度 函数 为 
2 本 
pishisti,t) = (7.35) 
为 了 得 到 完整 的 随机 过 程 的 特性 ,我 们 必须 知道 对 每 一 个 有、ti 和 的 概率 分 布 函 
数 P LA ， 万 ， bP 全 A 如， 刀 2， rg 下]s 而 且 对 于 许多 应 用 ， 只 有 预期 值 E[f(:)] 
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和 E[ 亿 (z) ] 用 来 描述 这 一 过 程 的 。 它 们 是 描述 这 个 过 程 的 二 阶 性 质 。 对 于 每 一 个 
t,， f(z) 的 均值 (1) 是 随机 变量 f(i) 的 期 望 值 


nt) = EL[f(2)] = [fp(ft) df (7.36) 
这 个 过 程 的 均 方 为 
BE[P(D] = | PPp(1.5df (197) 
互相 关 函 数 Ry(t1 ， 刀 ) 被 定义 为 f(n)f( 刀 ) 结 果 的 期 望 
因此 
Rae(ti,ty) = E[f(ti)g(t,)] 
= 人 人 所 而 二) 明 配 
= Ray(t, ,i ) (7.38) 
这 个 参数 是 瞬时 信号 在 二 和 时 的 相关 程度 。 对 于 4 = =t 时 ， 
Rr(tt) =E[f(t)]=0 (7.39) 


这 就 是 这 个 过 程 的 的 均 方 ， 它 被 称 为 f(i) 的 平均 功率 ,我 们 将 在 随后 做 出 解释 。 
事实 上 ， 自 相关 是 随机 过 程 的 一 个 很 重要 的 特性 ， 因 为 它 影响 随机 过 程 的 频 域 表 
人 不。 

两 个 随机 过 程 f(t) 和 g(t) 的 互相 关 通过 Ri。(41，) 来 表示 ， 并 且 被 定义 为 f 
(#1 )g() 结 果 的 期 望 ， 那 么 

R(ti,ts) =ELf(t )g(t,)] (7.40) 

互 协 方差 Cg (t1 ,二 ) 被 定义 为 {f(t ) -nz(t1)} lg(zt) —n(t) } 结果 的 期 望 ， 这 
里 my 和 ms 是 分 别 是 f(i) 和 8(z) 的 均值 。 那 么 


Catists) =E[ {fC(6) -nt)} {g(t) -ne(ts)}] (7.41) 
利用 期 望 运算 的 线性 ， 式 (7.41) 的 表示 简化 为 
Catista) =E[Lf(t)g(t)] -nti) nelt) (7.42) 
根据 式 (7. 40) 变 为 
Cati,ty) =Ra(ti,ty) -nti) notz) (7:43) 


随机 过 程 f(i) 的 自 协 方差 用 Cr (三 ， 刀 ) 表示 , 令 f=g， 由 式 (7.41) 和 式 
(7.43) 可 得 到 。 那 么 
Ca(tista) =E[L {f(t) — ni) f(s) — nmi)}] 

=E[f(t)] —n(t) nt) 

=Ry(ti,t2) -my(ti) nia) (7.44) 
当 =ts =t， 我们 可 以 得 到 ， 

Cr(t) =Ry(i,t) 一 ?7 (7.45) 

它 也 就 是 f(i) 的 方差 。 
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7.3.2 平稳 过 程 


如 果 一 个 随机 过 程 的 统计 特性 是 不 随时 间 变 化 的 ， 也 就 是 它 的 所 有 性 质 与 时 间 
无 关 ， 这 个 随机 过 程 就 是 严格 平稳 的 。 然 而 如 果 它 的 均值 与 时 间 无 关 ， 并 且 它 的 自 
相关 仅仅 与 时 间 差 r = - 有 关 ， 这 个 过 程 称 为 广义 的 稳 态 过 程 。 广 义 稳 态 过 程 
为 

Ryg(ti,ts) =Rg(7) =E[Lf(t)f(t +7)] (7.46) 

很 明显 ， 如 果 随 机 过 程 为 平稳 过 程 ， 那 么 它 也 是 广义 的 稳 态 过 程 ， 反 过 来 不 一 
定 成 立 。 如 此 ， 我们 可 以 在 处 理 广 义 稳 态 过 程 中 使 用 平稳 过 程 的 性 质 。 

如 果 两 个 随机 过 程 f(:) 和 g(t) 都 是 平稳 的 ， 且 它们 的 互相 关 Ri (与 ， 刀 ) 仅 
仅 与 时 间 差 r = -六 有 关 ， 那 么 它们 被 称 为 联合 平稳 随机 过 程 。 那 么 

Ri(ti,ts) =Ra(7) =E[Lf(t)g(t +7)] (7.47) 
将 式 (7.43) 代入 上 式 (7.47)， 于 是 ， 两 个 联合 平稳 随机 过 程 的 互 协 方差 Cj 
(5 ， 如 ) 仅仅 取决 于 +r， 即 


Caltist) = C7) =Rg(T) -ng (7.48) 
Cr 人 (二 加) =Cr(T) =Rr(T) -7 (7.49) 
于 是 得 到 
Cr(0) =E[ (f(t) -my)’] 
=Rr(0) -请 (7.50) 
它 是 平稳 随机 过 程 f(1) 的 方差 。 
7.3.3 时间 均值 
给 定 一 个 平稳 随机 过 程 了 (1) ， 我 们 表示 它 的 截断 部 分 fr(1) 为 
f(t:) 1zl < 也 
各 (大 = {7.81) 
0 la > 地 
定义 积分 
1 T/2 
nr = | afr() dt 
1 T/2 
5 pa WR (ORs (7.52) 
它 随 f(z) 样 本 的 变化 而 变化 。 因 此 ，”nr 本 身 是 一 个 随机 变量 。 如 果 限制 f(i) 为 
(CD》2 imnr = Jim 二 [CDd (7.53) 


存在 ， 那么 它 被 称 为 f(t) 的 时 域 平均 。 
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同样 的 ，|f(z)f(s+7)1 的 时 域 平均 为 
(f(2)F(t +7)) = lim [f(DEt + 7) dt (7.54) 


7.3.4 遍历 性 


在 随机 信号 的 研究 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 它 统计 学 的 性 质 ， 例 如 均值 、 均 方 值 、 
自 相关 等 。 例 如 ， 我 们 通过 观察 大 量 的 f(:;，$;) 抽样 数据 来 决定 随机 过 程 T(i) 
的 均值 (总体 平均 值 ) ， 那 么 我 们 得 到 一 个 集合 。 然 后 作为 总 体 均 值 的 估计 m(z) 


nt) ~ TBE) (7.55) 


然而 ， 很 多 情况 下 可 供 我 们 所 用 的 就 只 有 f(t,， 5) 一 个 过 程 的 样本 。 它 的 时 域 平 
均 可 以 通过 利用 式 (7.52) 和 式 (7.54) 得 到 。 问 题 是 : 我 们 可 以 利用 时 域 平均 
作为 总 体 的 平均 吗 ? 自然 的 ， 如 果 m(t) 取决 于 ;， 那么 这 将 是 不 可 能 的 。 然 而 ， 如 
果 m(z) = 是 一 个 常量 ,那么 根据 一 个 抽样 信和 号 计算 随机 过 程 的 均值 是 有 可 能 的 。 
这 就 有 了 对 遍历 性 的 研究 。 

7.3.4.1 定义 

如 果 随机 过 程 的 总 体 平均 值 等 于 相应 的 时 域 平均 ， 那 么 这 个 随机 过 程 被 称 为 遍 
历 性 的 。 

以 上 定义 意味 着 ,任何 概率 为 1 的 f(:) 的 统计 值 能 够 通过 样本 信和 号 被 确定 。 
但 是 ， 这 个 定义 过 于 严格 ， 因 为 在 大 多 数 应 用 中 ， 我 们 只 关心 具体 的 统计 数据 。 因 
此 ,我 们 通常 在 有 限 意义 上 定义 遍历 性 。 因 此 ， 如 果 只 有 一 个 特定 的 统计 参数 5 可 
以 从 一 个 信号 样本 来 确定 ， 则 该 过 程 被 称 为 5- 遍历 性 。 例 如 ， 我 们 说 的 过 程 的 均 
值 遍历 性 、 相 关 遍 历 性 等 。 

现在 ， 由 式 (7.53) 得 到 


1 rT2 
ELnr] = 元 | pa El) Jd (7.56) 
这 里 期 望 和 积分 的 顺序 被 颠倒 。 如 果 这 个 过 程 有 常数 的 均值 ， 那 么 
TV/2 
Blmr] = pa 
= nf (7:59) 
为 了 mr 能 够 更 加 接近 总 体 均值 mj, 使 7 足够 大 ， 我们 必须 满足 
Lim nr = (7.58) 
式 (7.58) 的 概率 为 1， 这 种 情况 下 的 过 程 称 为 均值 遍历 性 。 我 们 可 以 通过 式 
(7.59) 这 种 关系 来 表示 。 
EL1(1)] = lim /f(D dt (7.59) 
同样 的 ,平稳 信号 fi) 自 相 关 的 遍历 性 为 
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. 1 r72 
ELf(O)E(t + 7)] = lim F /f(r + 7)d (7.60) 
所 以 
1 77Z2 
Rr(r) = lim 元 | raf( Ot + 7)d (7.61) 
对 于 一 个 相关 遍历 的 过 程 ， 令 式 (7.60) 中 r=0， 我 们 得 到 这 个 过 程 的 均 方 值 
ELP(D] = lim /P(e (7. 62) 


在 相同 的 条 件 下 ， 我 们 也 有 

lim 到 [| [人 + f(t +7)]2d 

= 2[R(0) + R(T)] (7.63) 
7.3.5 随机 信和 号 的 功率 谱 


在 第 3 章 我 们 已 经 知道 一 个 确定 的 有 限 功 率 信号 f(i;), 自 相关 函数 pr(r) 和 它 
的 能 量 谱 E(w) 组 成 傅 里 叶 变换 对 


py(T) OE(w) (7.64) 
这 里 
E(w) =F(w)F* (w) 

=|IF(w)l? (7.65) 

且 
f(t) oF(w) (7. 66) 

即 
pr(r)t1F(w)1 (7.67) 


此 外 ， 两 个 有 限 功率 信号 /(t) 和 g(1) 的 互相 关 函 数 pjs(7) 和 交互 能 量 谱 
F* (w)C(w) = Eis(w) 形成 一 对 信里 叶 变 换 ， 即 
pis(T) oF" (w) Cw) (7.68) 

这 就 是 Wiener - Kintchine 关系 ， 一 个 特例 是 式 《7.65) 中 的 f(t) = g(t)。 

现在 回 到 随机 信号 上 来 ， 我 们 注意 到 这 些 不 是 二 次 方 可 积 的 情况 ， 通 常 不 具有 
传 里 叶 变换 。 因 此 ， 我 们 将 寻找 这 些 信号 统计 特性 在 频率 的 另 一 种 表示 方法 。 这 通 
常 是 以 它们 的 功率 谱 进 行 表示 的 ， 而 不 是 以 能 量 谱 形式 。 我 们 应 该 关注 那些 具有 均 
值 遍历 性 和 相关 遍历 性 的 平稳 信号 。 
7.3.5.1 功率 谱 

一 个 平稳 过 程 f(:) 的 功率 谱 密度 ， 或 者 简称 为 功率 谱 Py(w) 被 定义 为 它 自 相 
关 的 傅 里 叶 变换 ， 即 


Pr(w) = LL Ry(T)exp( — jwi) dr (7.69) 
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利用 相反 关系 
Rag(T) = -= Py(w)exp(jwr) dw (7.70) 
结果 我 们 得 到 傅 里 叶 变 换 对 
RrCT)+*Pr(w) 《9 


这 类 似 于 式 〈7. 64) 的 有 限 能 量 信号 。 运 用 式 〈7. 69) 作为 功率 谱 定义 的 理由 来 
自 于 过 程 函数 f(t) 的 平均 功率 是 


E[f(t)] =R(0) (T9702) 
它 能 够 通过 式 (7.70), 令 7=0 得 到 
E[f(t)] = 产 [ Py(w) do (7.73) 


这 表明 ,在 Pr(w) 曲线 下 的 面积 给 出 了 信号 的 平均 功率 ， 因 此 Pr(w) 即 为 功率 谱 
密度 。 很 明显 , 式 (7.73) 的 表示 是 确定 的 有 限 能 量 信和 号 的 帕 塞 瓦尔 关系 [ 式 
(2.49) ] 的 随机 信号 部 分 。 因 为 式 (7. 69) 意味 着 功率 积分 的 存在 ， 信 和 号 被 称 为 
有 限 功率 信号 。 
现在 ， 随 机 过 程 的 稳定 性 意味 着 它 的 自 相关 函数 为 

Rae(7) =E[Lf(t)f(s+7)] (7.74) 

仅仅 取决 于 7， 所 以 
Rr( -7) =RrCr) (T7735Y 

因此 ， 它 是 一 个 关于 7 的 偶 函 数 。 因 为 f(i;) 是 实数 ， 由 式 (7.69) 得 到 ， 功 率 谱 
Py(w) 是 实数 ， 且 是 偶 函 数 


Py( -ww) =Pr(w) (7.76) 
因此 ， 利 用 式 (7. 69) 我 们 可 以 得 到 
Pr(r) = | _ Pr(r)cos(or)dr (7.77) 
和 
Rr(r) = | Py) eos(wr) do (7.78) 
在 w=0 时 
Py(0) = | _Rr(r)dr (7.79) 


它 意味 着 自 相 关 曲 线 下 面 的 面积 等 于 频率 为 0 时 的 功率 谱 。 
对 于 一 个 自 相关 遍历 性 的 过 程 ， 因 为 功率 谱 ， 它 的 自 相 关 能 够 利用 时 间 平 均 得 
到 : 


1 772 
Rg(7) = lim | rf (OE +7)d (7. 80) 
上 面 的 表达 式 和 式 (7. 69)、 式 (7.70) 构成 计算 随机 过 程 功率 谱 的 基础 。 通 过 在 
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一 个 较 大 的 周期 内 观察 该 信号 ， 可 以 得 到 表达 式 : 
Rg(7) ~ [tf + 7)di (7. 81) 


式 (7.81) 称 为 自 相关 的 估计 。 这 种 估计 能 够 通过 第 6 章 (6.5 节 ) 的 FFT 算法 
算出 。 于 是 ， 通 过 这 种 估计 ， 利 用 式 〈7. 69) 和 其 他 的 FFT 步骤 可 以 计算 该 信号 
的 功率 谱 。 自 然 的 ， 信 和 号 抽样 的 最 初步 又 和 通过 求 和 近似 的 积分 都 体现 在 这 个 计算 
过 程 中 ， 之 后 将 介绍 更 加 详细 的 计算 过 程 。 
7.3.5.2 互 功率 谱 

两 个 相关 的 平稳 过 程 f(i) 和 g(t) ， 互 功率 谱 Pj(w) 被 定义 为 他 们 互相 关 的 
传 里 叶 变 换 。 因 此 


Pa(w) = | Re(r)exp(-jar)dr (7.82) 
利用 相反 关系 
Ra(7) = | Pio)exp(jor) do (7.83) 
所 以 ,互相 关 和 互 功率 谱 ( 密度) 构成 传 里 叶 变换 对 
Ria(T) Pw) (7. 84) 
此 外 ， 对 于 相关 遍历 性 联合 平稳 过 程 ， 互 相关 能 够 利用 时 域 平均 得 到 
Ral(T) = Tim #7 f(g + 7)dt (7. 85) 
它 等 于 整个 集合 的 平均 ， 在 式 (7. 40) 中 已 给 出 。 互 功率 谱 有 一 个 性 质 
Pia(w) =Pg (w) (7. 86) 


并 且 ， 利 用 第 6 章 所 用 的 类 似 分 析 ， 结 合式 〈7. 83) 和 式 (7. 84) 我 们 可 以 得 到 ， 
对 平稳 的 相关 遍历 性 过 程 
Pr(w) =Pr (w)Pys(w) (7.87) 
这 类 似 于 式 (2. 53) 的 有 限 能 量 信 和 号 。 
此 外 ,第 6 章 的 FFT 算法 能 够 用 于 估计 互 功率 谱 。 首 先 ， 我 们 注意 到 f(t) 和 
g(t) 在 一 个 足够 长 的 时 间 了 上 并 且 


1 TV2 
Ru(r) ~ | f(g + 7)d (7. 88) 


式 〈7.88) 是 对 互相 关 的 近似 计算 。 这 个 近似 能 够 利用 FFT 算法 (6.5 节 ) 求 得 。 
那么 互 功率 谱 能 够 通过 式 (7. 82) 和 Ri(w) 利用 FFT 算法 的 佑 计 来 求 得 。 当 然 ， 
信和 号 抽样 的 所 有 开始 的 步 又 和 通过 求 和 近似 的 积分 都 在 这 个 步骤 中 ， 之 后 将 简要 介 
绍 详细 的 计算 过 程 。 
7.3.5.3 和 白 曲 声 

一 个 随机 过 程 的 功率 谱 在 所 有 频率 上 都 是 常数 ， 那 么 它 被 称 为 白 噪声 。 例 如 一 
个 信号 
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Prw(w) =4 常数 (7. 89 ) 
那么 它 的 傅 里 叶 逆 变 换 给 出 了 它 的 自 相关 为 
Rww(CT) =A5(7) (7.90) 


它 是 一 个 在 +=0 时 的 脉冲 。 
图 7.4 表示 一 些 自 相关 函数 和 相关 功率 谱 。 图 7.4a 是 式 (7.89) 和 式 
(7.90) 所 表示 的 白 噪声 。 图 7. 4b 为 带 限 白 噪声 。 图 7. 4e 表示 通过 电阻 的 热 噪 声 。 


R(T) P(w) 
Aé(D) 冯 
0 各 0 加 






P(w) 
A sin 2nar A/2w 
27rQT 
-1 冰 Vi 4 一 2rQ 0 2TQ ww 
CQ Qo o CQ 
b) 
R(D) Ro) 
A 20A 
A exp(—altl) Q2 十 CO2 
0 T 0 过 


5) 





图 7.4 自 相关 函数 及 其 功率 谱 
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7.3.6 线性 系统 信号 


如 图 7.5 所 示 的 一 个 确定 性 的 线性 系统 ， 脉 冲 响应 为 h(t) 且 传 输 函 数 为 
H(w) 。 那 么 


h(t)—H(w) (7.91) 





图 7.5 一 个 随机 信号 通过 一 个 线性 确定 性 的 系统 
其 中 
Noy [h(t) exp( ~ jwi) di (7.92) 


因为 h(i) 是 一 个 有 限 能 量 的 确定 函数 ， 那 么 它 的 能 量 谱 是 1 8(w) 1? ， 它 的 自 相 
关 p(7) 给 出 为 
本 [LhCrhCr + dr (7.93) 
且 由 式 (7.67) 我 们 得 到 一 对 
p(t)—=1H(w) 1? (7.94) 


现在 ， 让 我 们 使 一 个 平稳 随机 信号 f(:) 作为 线性 系统 的 输入 。 输 出 结果 通过 卷 积 
给 出 


gi) = [Lf -a)h(a)da 


= [f(a)h(s ~ a)da (7.95) 
它 也 是 一 个 随机 过 程 。 如 果 这 个 系统 是 因果 系统 ， 于 是 在 :<0 时 g(t) =0 且 g(b 
变 为 / 
g(t) = [f(a)h(s — a)da 


= br -Qa)h(a)da (7.96) 
接 下 来 考虑 决定 输出 的 自 相关 问题 ，R。。 和 它 的 功率 谱 Ps(w) 。 从 式 (7.95) 开 
始 ， 我 们 在 两 边 同时 乘 以 f(i; +7) 并 求 期 望 得 到 
ELg(i)f(s +7)] = {ELE + 7)f(t a) Jh(a) da (7.97) 
然而 


E[f(is+7)f(t—-a)]=Ry(T+a) (7.98) 
所 以 有 
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Ru(r) = [Rg(r + a)h(a) de 


= [Ry(r -Bp)h(-B)dp (7.99) 
或 者 
Ri(7) =Rr(r) *h( -7) (7. 100) 
同样 的 在 式 (7. 96) 两 边 乘 以 g(t;+7) 并 求 期 望 
Elg()g(t -7)] = [Elf(: - a)g(a) Jda (7. 101) 
因此 
Res(7) = [R(t -a)h(a) da (7. 102) 
或 者 
Rel7) =Ri(7) *h(7) (7. 103) 
现在 ， 利 用 卷 积 定理 并 做 式 (7. 100) 和 式 (7. 103) 的 傅 里 叶 变换 ， 我 们 得 到 
PP (a) =PyH" (0) (7. 104) 
和 
Py,s(w) =Pa(w)H(w) (7. 105) 
结合 式 (7.100)、 式 (7.103)、 式 (7.104) 和 式 (7.105) 得 到 
R(T) =Ry*p(7) (7. 106) 
和 
Pi(w) =PglH(w) 1? (7. 107) 


也 就 是 说 ， 以 上 表达 式 意 味 着 ,平稳 输入 线性 系统 的 输出 自 相 关 是 输入 自 相 关 和 
(有 限 能 量 ) 系统 脉冲 响应 自 相关 的 卷 积 。 同 样 的 ， 在 频 域 内 ， 输 出 功率 谱 是 输入 
功率 谱 和 脉冲 响应 函数 能 量 谱 作用 的 共同 作用 的 结果 。 
7.3.6.1 系统 辨别 
式 (7. 100) 的 表示 提供 了 一 种 测量 系统 脉冲 响应 的 方法 。 当 和 白 噪声 被 加 入 系 
统 中 ,在 式 (7. 100) 中 我 们 令 Rr(r) = 45(r) 。 那 么 ， 输 入 和 输出 之 间 的 互相 关 
就 能 被 求 得 。 给 出 
Ria(7) =Ri( -7) =A8(7) *#h( -7) 
=Ah(7) (7. 108) 
式 (7.108) 给 出 了 一 个 按 比例 缩小 的 系统 脉冲 响应 。 


7.4 离散 时 间 随 机 过 程 


到 目前 为 止 我 们 的 讨论 都 是 针对 随机 连续 时 间 过 程 的 ， 现 在 ， 我 们 来 讨论 离散 
信和 号 的 定义 和 概念 。 这 里 ， 我 们 也 关注 实数 过 程 。 
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对 每 一 个 整数 定义 ,一 个 离散 的 实 过 程 f(n) 是 一 个 随机 变量 实 序列 。f(n) 可 
能 等 价 于 连续 时 间 过 程 f(z) 每 Ts 的 时 间 抽 样 f(n7T) 。 在 这 种 情况 下 ， 
fl(n) =f(n7) (7. 109) 
为 方便 起 见 ， 我 们 放弃 对 采样 周期 7 理论 上 的 讨论 。 采 用 这 种 方法 ， 我 们 也 可 以 
做 出 调整 ， 使 讨论 重点 集中 在 离散 量 而 不 是 时 间 上 。 然 而 ,我 们 仍 将 n 称 为 离散 时 
间 变 量 。 


7.4.1 统计 参数 
f(n) 的 均值 nm(n) ， 自 相关 R(ni ,ns) 和 自 协 方差 C(m ,ns ) 被 定义 为 
nn) =ELf(n)] (7. 110) 
Rey(ni ,nz) =E[f(n)f(n,)] {IY 
Cy(m,m)=Reg(n,n2) -n(n) nln) (7: 1 
对 于 两 个 离散 过 程 f(n) 和 g(n)， 我 们 定义 互相 关 为 
Ri (ni ,nz) =E[f(n)g(n,)] (7. 113) 
和 互 协 方差 为 
Cem,nm)=EL lf(m) -mn)} ig(m) -n(n2)}] (7. 114) 


7.4.2 平稳 过 程 


对 于 离散 时 间 过 程 f(n), 如 果 它 的 均值 是 恒定 的 ， 并且 它 的 自 相关 仅仅 取决 于 
差 值 m = (ni -mn) ,那么 f(n) 称 为 (广义 ) 平稳 ， 因 此 
7(n) =m 一 个 常数 (7. 115) 
且 
Ry(m) =E[lf(n)f(n+m)] (7.116) 
对 于 平稳 的 过 程 ， 均 值 可 以 移 到 一 个 零 均值 的 过 程 。 既 然 这 样 ， 式 (7. 110) 和 式 
(7.112) 表明 自 相 关 与 自 协 方差 相等 。 
两 个 序列 f(n) 和 g(n) 都 是 平稳 的 ， 并且 他 们 的 互相 关 仅 仅 取 决 于 差 值 m = 
(ma =-m)， 那 么 被 称 为 联合 平稳 。 因 此 
Ri(m) =ELf(n)g(n+m)] 人 CE) 
对 于 均值 为 零 的 平稳 过 程 ， 式 (7. 114) 表明 互相 关 和 互 协 方差 是 相同 的 。 
平稳 过 程 f(n) 的 功率 谱 Py(w) 被 定义 为 一 个 伟 里 叶 级 数 系数 为 R(m) 的 周期 
函数 ， 即 


Pr(w) = Dy Ry(m)exp( - jmTw) (7.118) 
并 且 
Ry(m) = 元 三 Pr(o)exp(jmro)dw (7. 119) 
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这 里 ,一 般 情况 下 

Q =TA 了 (7. 120 ) 
它 是 一 个 任意 的 常数 。 然 而 ,如果 f(n) 是 通过 连续 随机 过 程 抽 样 获得 的 ， 那么 7 了 
就 是 抽样 周期 。 另 外 ， 我 们 可 以 令 


T=1 ww=T (7. 121) 
所 以 
Pr(o) = 5 Ry(m)exp( ~ jme) (7.122) 
。 “人 
Ry(m) = 去 三 Pr(o)exp(jmo)dw (7. 123) 


信号 的 平均 功率 是 它 的 方差 ， 通 过 令 式 〈7. 118) 中 m=0 和 式 (7.119) 可 得 到 
E[f(n)] = Rr(0) 
元 三 Pr(o)dw (7. 124) 
根据 式 (7. 119) ,很 明显 ， 因 为 f(n) 是 实数 序列 ， 那 么 R(m) 就 是 一 个 实数 偶 序 
列 。 从 式 (7. 122) 可 以 得 出 Rr(o) 是 一 个 实数 偶 函 数 。 我 们 也 注意 到 ， 零 均值 平 


稳 信 号 的 方差 等 于 它 的 平均 功率 ， 在 式 (7. 118) 中 已 给 出 。 
两 个 联合 平稳 过 程 f(n) 和 g(n) 的 互 功率 谱 被 定义 为 


Pas(w) = > Ri(m)exp( - jmTw) (7. 125) 


7.4.2.1 白 噪声 
如 果 序列 w(n) 满足 
Elw(nm)w(m)} =0 n=n, (7. 126) 
序列 w(n) 被 称 为 白 噪声 


令 
Ellw(n)1?} = {1(n)| (7. 127) 
w(n) 的 自 相关 通过 下 式 给 出 
R,, (nn) =I(n)uo(n -n,) (7. 128) 
这 里 uo 是 离散 的 脉冲 。 如 果 w(mn) 是 平稳 的 ， 那么 I(n) =1， 是 一 个 定 值 ， 所 以 
R,,(m) =Iuo(m) (7. 129) 
且 
Po(w) =1 (7. 130 ) 


根据 以 上 定义 ,遍历 性 的 概念 也 能 用 同样 的 方法 进行 定义 。 因 此 ， 如 果 f(n) 的 集 
合 均值 等 于 它 时 间 的 平均 ， 那 么 它 是 均值 遍历 性 的 ， 即 


N-l 
Elf(n)] = jm (7) (7.131) 
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同样 的 ， 平 稳 信 号 fn) 的 自 相 关 饥 历 性 为 
N-1 
BLE(n)g(n +m)] = lim HE)gn+m) 
= Ry(m) (7. 132 
并 且 两 个 序列 f(n) 和 g(n) 的 互相 关 满 足 
Elf(n)g(n+m)] = dim Ee +m) (7. 133) 
此 外 ， 功 率 谱 的 估计 可 以 利用 第 6 章 的 PFT 算法 完成 。 首 先 ， 互 相关 或 自 相关 序 
列 可 以 利用 有 限 次 数 的 抽样 进行 估计 
N- 


Ria(m) = 二 (n)g(n+m) (7. 134) 


N-1 
Rg(m) ~ HELI)En+m) (7. 135Y 


上 面 的 两 个 估计 都 可 以 利用 FFT 算法 (6 5 节 ) 求 得 。 那 么 式 (7.122) 和 式 
(7. 125) 频谱 可 以 通过 有 限 和 与 其 他 FFT 步骤 估计 。 我 们 之 后 将 结合 用 于 提高 估 
计 准 确 度 的 不 同方 法 来 详细 讨论 这 个 过 程 。 

我 们 还 可 以 定义 自 相 关 序 列 |R(m)1 的 (双边 ) z 变换 为 


Pr(z) = > R(m)z™ (7. 136) 


m=-% 


和 互相 关 序 列 


Pas(z) = 之 Re(m)z (7.137) 


通过 改变 式 (7. 137) 极限 的 下 限 为 0， 我 们 就 可 以 得 到 单 边 变换 。 让 一 个 平稳 的 
随机 过 程 f(n) 施加 在 一 个 确定 性 的 线性 离散 时 不 变 系 统 上 ， 其 中 ， 脉 冲 响应 序列 
为 h(n) 并 且 转 换 函 数 为 H(z) 。 那 么 输出 1g(n)1 同 样 是 一 个 平稳 的 随机 过 程 。 


g(r) = T (mhtn =m) (7. 138) 
如 果 系 统 是 因果 系统 ， 那 么 在 a<0 时 h(n) =0， 输 出 变 为 
g(n) = Pt(m)hln ~ m) (7. 139) 
四 
H(z) = h(n)z™ (7. 140) 
并 且 系 统 的 脉冲 响应 4(n) 有 一 个 确定 的 自 相关 序列 为 


p(n) = h(n+k)h(k) (7. 141) 
k=—% 
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那么 
zip(n)}= 之 (人 到 h(n +k)h(k))z™" (7. 142) 
只 三 一 名 k=-%w 
令 i=n+k， 上 式 变 为 
Zip(n)} = > h(i)z! > h(k)zt (7. 143) 
= 一色 下 = 一双 
利用 式 (7. 131) 给 出 
Zip(n)} = H(z)H(z!) (7. 144) 
类 似 于 模拟 的 情况 ， 我 们 得 到 关系 
Pr (z) =Py(z)H(z) (7. 145) 
Ps(z) =Pr(z)H(z) (7. 146) 
所 以 
Ps(z) =Py(z)H(z)H(z-!) (7. 147) 
在 单位 圆 上 [z=exp (jw7) ] ， 上 式 变 为 
Pos(w) =Pr(w)1 瑟 (exp(jo7) ) 1 (7. 148 ) 


以 上 分 析 和 结论 同样 适用 于 单 边 z 变换 和 因果 序列 。 


7.5 功率 谱 估计 


7.5.1 连续 时 间 信 号 


信号 处 理 中 一 个 重要 的 问题 是 ， 当 只 有 一 段 fr(t) 可 用 时 ， 去 估计 一 个 过 程 
f(z) 的 功率 谱 Py(w) 。 如 果 自 相关 Re(w) 对 在 区 间 [ -TV2，7V2] 中 的 每 一 个 7 
是 已 知 的 ， 那么 式 (7. 69) 能 够 结合 FFT 算法 用 来 估计 功率 谱 。 然 而 ,通常 而 言 ， 
函数 Ry(7) 不 能 准确 的 确定 ， 并 且 我 们 只 能 给 出 i; 在 区 间 [ -7/2，7T/2]」 中 对 应 
的 f(z) 值 。 所 以 自 相关 Ry(7) 本 身 需 要 通过 时 间 平 均 估计 。 于 是 ， 功 率 谱 估计 由 
两 个 步骤 组 成 。 

步骤 1 给 出 一 个 fr(:), 它 由 f(i) 在 区 间 [ -7/2，7/2] 中 对 每 一 个 上 的 抽 
样 而 定义 得 到 。 我 们 求解 一 个 自 相 关 估 计 Ry(7)。 通 过 采用 FFT 算法 可 以 执行 该 
项 计算 。 

步骤 2 利用 步骤 1 中 获得 的 自 相关 估计 ， 式 (7.69) 所 给 的 功率 谱 可 以 根据 
FFT 算法 求 得 。 


现在 ， 在 估计 任何 参数 A 时 ， 通 过 一 段 时 间 的 观察 ， 可 以 得 到 估计 值 A。 有 


两 个 量 通常 用 于 估计 特性 的 衡量 ， 它 们 称 为 估计 偏差 和 方差 。 偏 差 是 通过 真 值 A 
和 估计 期 望 之 间 的 差 来 定义 的 ， 即 
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Bias SA-E[A] (7. 149) 
如 果 偏 差 是 零 ， 这 个 估计 被 称 为 无 偏差 的 。 估 计 的 方差 为 
o2=E[|A-E[A]}’] (7. 150) 


如 果 随 着 观察 时 间 的 增加 ， 偏 差 和 方差 都 趋 于 零 ， 那 么 这 个 估计 被 称 为 是 相 容 的 。 
通常 情况 下 ， 一 个 好 的 估计 的 偏差 和 方差 都 很 小 。 

回 到 步骤 1， 它 需要 来 自 fr(t) 的 自 相 关 Ry(7) 的 估计 。 一 个 很 明显 的 方法 是 
利用 估计 

i (T/2) -171 /2 
RI(7) = eh +7/2)f(t -7/2)dt (7.151) 

它 与 式 (7. 54) 相似 ， 只 是 在 时 间 原 点 上 有 有 移动， 并且 没有 求 极限 过 程 。 很 明显 ， 
式 (7.151) 表示 的 是 一 个 Ry(7) 的 无 偏差 估计 ， 因 为 它 的 期 望 是 Ry(7) 


已 [RzF(r)] =Rz(r) 71< 了 7 (7 152) 
然而 , Rg(7) 的 健 里 叶 变 换 为 
PY(w) = (7) exp( ~ jor) dr (7. 153) 


它 是 Pr(w) 的 有 偏 估 计 ， 因 为 对 于 1 r1 >7， 它 的 逆 是 零 。 此 外 , P8(w) 的 方差 

研究 表明 对 于 任何 7， 它 的 值 都 非常 大 。 为 了 减 小 这 种 影响 ， 可 以 使 用 一 个 窗 函 

数 ， 如 4.8 节 讨 论 那 样 。 但 是 ， 虽然 它 减 小 了 方差 ,但 也 提高 了 偏差 。 
另 一 个 可 用 的 自 相关 估计 为 


~ (7T/2) -17l7Z2 
Rr(T) = Ce + 7/2)f(t -7/2)di (7.154) 


与 式 (7.151) 相 比 它 有 一 个 明显 的 优势 ， 它 的 传 里 叶 变 换 能 够 根据 fr(s) 直接 表 
示 。 式 〈7. 154) 的 仿 里 叶 变 换 为 


Py(w) = [yr) exp( - jwr) dr (7. 155) 
然而 ， 式 (7. 154) 的 积分 是 fr(i) 和 fr( -的 卷 积 ， 即 
Ry(7) = fr(7) # fr( -7) (7. 156) 
所 以 利用 卷 积 定理 和 式 (7. 155) 我 们 得 到 
by(w) = 去 IEr(o) 1 (7.157) 
和 
7/2 
Fr(w) = [pfr(t) exp( ~ jwt) dt (7. 158) 


因此 ， 式 (7.157) 的 频率 估计 Py(w) 可 以 根据 各 (ti) 直接 得 到 。 
Py(w) 就 像 上 面 定义 的 ， 被 称 为 抽样 谱 或 者 周期 图 。 它 是 有 偏 频 谱 估计 ， 因 
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为 
ElRy(7)] = (1- 瑟 JRr(r) 1rl<7 (7. 159) 


不 过 , 在 1r1 << 了 的 范围 内 ， 由 于 (1- 171 <7) ， 误 差 会 较 小 。 它 也 可 以 通 
过 减少 估计 的 方差 来 补偿 。 此 外 ， 方差 可 以 通过 频谱 窗 进一步 减少 。 因 此 ， 我 们 表 
示 加 窗 的 自 相 关 为 


Ry(w) = w(r)Rzr(7) (7. 160) 
所 以 可 以 得 到 平滑 的 频谱 
Py(o) = PoCo -p) Wp) dp (7.161) 
其 中 
w(t)—W(w) (7. 162) 


这 里 WW(w) 是 频谱 窗 ， 并 且 它 的 逆 w(t) 是 一 个 滞后 窗 (6. 8 节 ) 。 这 个 平滑 频谱 可 
以 写成 另外 一 种 形式 ， 

T 页 

P6(w) = | wo(r)Rr(r)exp( — jwi) dr (7. 163) 


. 涉及 到 窗 函 数 运用 的 问题 与 前 面 6.8 节 的 讨论 相 类 似 ， 并 且 本 书 其 他 部 分 也 有 用 
到 。 由 式 (7. 151) 或 式 〈7. 134) 构成 的 频谱 估计 的 计算 步骤 如 下 : 


(i) 根据 式 (7.155) 计算 Pp(w) 。 需 要 一 个 FFT 和 一 次 乘法 。 
(ii) 找到 Py(w) 的 道 ; 它 是 Ry(7) 。 需 要 一 个 FFT 和 一 次 乘法 。 
(这 ) 选择 一 个 窗 函 数 w(r) 并 且 写 出 结果 R(r) = w(r)Rr(r) 。 找 到 


R8(7) 的 转换 P8(w) 。 这 个 步骤 需要 一 次 乘法 和 一 个 FFT。 结 果 是 所 需 的 谱 估 
计 

最 后 ， 两 个 信号 f(:) 和 g(i) 的 互 功率 谱 Pp。(w) 能 够 利用 相同 的 步骤 得 到 。 
取代 式 (7. 154) 我 们 得 到 估计 


~ 1 (T/2) -17rl72 
Ri(T) = pa ave a +7/2)g(t - 7/2)dt (7. 164) 
它 使 
Bi(w) =5F" (wo)G(w) (7. 165) 
加 窗 后 的 互相 关 为 
Ry (7) =w(7) R(T) (7. 166) 


并 且 ， 可 以 通过 适当 改变 功率 谱 中 相似 的 两 个 步骤 所 给 的 过 程 ， 利 用 FFT 算法 得 
到 互 功率 估计 。 
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7.5.2 ”离散 时 间 信号 
一 个 自 相关 序列 为 Ryg(m) 的 离散 过 程 f(n) 的 功率 谱 通 过 式 (7. 118) 或 式 
(7.122) 给 出 。 因 此 ， 
Py(w) = 之 Ry(m)exp( ~ jmo7) (7.167) 


此 外 ,假设 f(n) 仅 仅 对 有 限 数 目 为 NN 的 抽样 是 已 知 的 。 让 fw(z) 表 示 这 个 已 知 的 
抽样 。 功 率 谱 的 佑 计 能 够 通过 遵循 之 前 所 给 的 连续 时 间 信 号 很 接近 的 过 程 来 完成 ， 
加 上 简化 的 信号 已 经 用 离散 形式 表示 。 因 此 ，FFT 算法 能 够 直接 被 使 用 ， 而 不 需要 
采样 信号 。 因 此 ， 频 谱 的 估计 能 通过 接 下 来 的 步骤 得 到 。 


步骤 1 一 个 估计 Ry(m) 可 以 作为 有 限 序 列 的 自 相关 
N-1 
Bs(m) = AAA Fm (7. 168) 
可 以 利用 FFT 和 式 (7. 138) 求 得 。 因 此 


DFT{Rg(m)} = WFR (k) Fn(k) 


= 六 1Pw( 有 2 (7. 169) 
这 是 由 式 (7. 157) 得 到 的 以 连续 时 间 情 况 表示 的 离散 时 间 周 期 图 。 因 此 ， 通 过 计 


算 它 的 DFT Fw(k)， 自 相关 估计 Ry(m) 能 从 fw(n) 中 得 到 ， 表 示 为 FX (N) Fy 
(有 ， 那 么 再 做 逆 DFT。 它 包括 两 个 DFTs 和 一 次 乘法 。 


步骤 2 步骤 1 中 得 到 的 自 相关 估计 Ry(m) 与 式 (5.143) ~ 式 (5.148) 所 
给 的 窗 函 数 w(n) 相 乘 。 加 窗 后 的 序列 R(m) 被 用 于 功率 谱 的 估计 
Py(kwo) = 三 入 (mp(- jmkwo ) (7. 170) 
它 包括 一 次 DFT。 图 7.6 只 给 出 一 般 步 又 示意 图 。 





W(n) 
图 7.6 利用 FFT 算 法 的 功率 谱 估 计 


最 后 ， 两 个 离散 时 间 信 号 f(n) 和 8g(n) 的 互 功 率 谱 能 通过 同样 的 方法 得 到 。 这 
种 方法 中 必要 的 步骤 被 描述 在 图 7.7 中 。 
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W(n) 


图 7.7 利用 FFT 算 法 的 互 功率 谱 估 计 


7.6 小 结 


本 章 讨论 了 随机 信号 的 描述 和 频谱 分 析 的 相关 技术 ,对 模拟 (连续 时 间 ) 和 


离散 时 间 信 号 都 进行 了 讨论 。 在 两 种 情况 中 ， 随 机 信号 为 有 限 功 率 型 的 。 就 这 点 而 
言 ， 在 频 域 上 ,它们 能 用 它们 的 功率 谱 描述 。 它 也 证 明了 随机 信号 的 自 相关 和 功率 
谱 组 成 一 对 傅 里 叶 变换 。 可 想 而 知 ， 自 相关 函数 的 重要 性 。 同 样 的， 两 个 信号 的 互 
相关 和 与 它们 的 互 功率 谱 组 成 一 对 傅 里 叶 变换 。 这 些 讨论 用 于 模拟 和 数字 信号 上 ， 
但 是 在 后 者 ， 离 散 健 里 叶 变 换 被 引入 讨论 。 最 后 ， 本 章 讨论 了 快速 储 里 叶 变换 算法 
用 于 估计 随机 信和 号 功率 谱 以 及 改善 估计 性 能 的 方法 。 


7.3 


7.4 


证 明 


7.5 


习 题 
求 随机 信号 的 概率 密度 p(f，:)、 均 值 和 自 相 关 ， 这 里 g(t) 是 一 个 随机 量 , 它 的 概率 密度 
为 

f(1) =g(t) -1 


P(g) = 一 一 IDexp( 一 [2); 一 o Sg<% 


(2T 
证 明 
Ell f(s +7) +f(t) 12} = 2[Ry(0) + Ry(7)] 
f(z) 为 一 个 随机 信号 ， 它 的 均值 为 常数 ， 有 界 协 方差 C(t ，ts)。 证 明 这 个 过 程 如 果 满 足 


下 面 的 条 件 ， 则 它 是 均值 遍历 的 

limC(t +7,t) 当 了 一 om 
f(i) 为 一 个 自 相关 是 Ry(7) 的 平稳 信号 ，a，B 是 非 等 量 采样 数 ( 即 a, B 不 是 整数 比例 常 
数 ) 。 假 如 

Ry(a) =Rr(B) =Rg(O) 


一 个 确定 的 系统 ， 其 脉冲 响应 为 
h(t)=l/g -a<lil<a 


(a) 求 脉冲 响应 的 自 相关 。 
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(b) 如 果 系统 输入 为 自 协 方差 为 Cy(7) 的 随机 信号 。 求 输出 协 方差 和 方差 Cr(0) 的 表达 
式 。 
7.6 一 个 线性 的 离散 系统 ， 输 入 v(n) 和 输出 g(n) 通 过 等 式 
g(n) -ag(n -1)=v(n) 
来 描述 。 如 果 v(n) 是 白 噪 声 P,,(w) =1， 求 输出 功率 频谱 和 自 相 关 。 
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8.1 绪论 


我 们 已 经 看 到 ， 一 个 数字 滤波 器 ， 或 者 一 个 常见 的 数字 信和 号 处 理 系 统 ， 通 过 一 
种 计算 算法 来 处 理 一 个 输入 采样 数据 信号 ， 从 而 产生 一 个 输出 采样 数据 信号 。 由 于 
采样 数据 信号 是 由 数字 序列 表示 的 ， 他 们 被 量化 ， 并 使 用 二 进 制 码 进行 编码 ， 并 且 
处 理 器 算法 可 以 使 用 通用 计算 机 软件 或 专用 硬件 来 实现 。 因 为 大 规模 集成 电路 
(VLSI) 的 优势 ， 后 者 的 方法 越 来 越 受 欢迎 ， 并 由 此 产生 了 可 用 的 集成 电路 模块 和 
具有 足够 内 存 、 复 杂 性 和 速度 的 专用 硬件 ， 最 终 使 硬件 实现 数字 滤波 器 、 实 时 操作 
成 为 一 种 受 人 关注 的 技术 。 

现在 ， 无 论 以 何 种 类 型 来 实现 ， 使 用 数字 系统 处 理 的 数字 最 终 是 存储 在 有 限 容 
量 的 寄存 器 〈 内 存 ) 内 的 。 因 此 ， 所 有 的 数字 网 络 处 理 只 对 有 限 数量 的 二 进 制 位 
数 〈 位 ) 进行 处 理 。 所 以 ， 在 处 理 过 程 准确 性 上 有 一 个 固定 的 限制 。 在 本 章 ， 我 
们 讨论 使 用 有 限 字 长 代表 数字 和 算术 运算 ， 对 一 般 的 数字 信和 号 处 理 器 和 特殊 的 数字 
滤波 器 准确 度 的 影响 2,21 。 

使 用 有 限 的 字 长 来 表示 相关 数字 导致 的 误差 主要 有 以 下 几 种 类 型 : 

(i) 输入 信号 量化 影响 

这 些 误差 是 由 于 输入 信号 通过 一 组 离散 幅度 值 的 表示 ， 和 随后 通过 二 进 制 数 的 
有 限 字 长 的 表示 而 产生 的 。 典 型 字 长 是 32 或 64 位 。 这 些 误差 在 第 4 章 进行 过 讨 
论 ， 它们 是 模拟 到 数字 转换 中 所 固有 的 。 

(二 ) 参数 量化 影响 

这 些 结果 来 自 于 每 一 个 滤波 器 参数 的 表示 : a,、b, 在 式 中 为 

M 


= 


城内 = = (8.1) 


这 两 个 系数 首先 通过 一 个 量化 的 离散 幅度 值 进行 表示 ， 之 后 再 利用 有 限 位 数 的 二 进 
制 进行 表示 。 我 们 回想 一 下 ， 解 决 近似 问题 中 推导 出 式 〈8. 1) 一 般 形式 的 传输 函 
数 ， 在 这 个 传输 函数 中 系数 (a,、65,) 被 认为 能 够 以 任意 程度 的 准确 性 来 代表 。 然 
而 ， 实 现 之 前 ， 这 些 参数 是 被 量化 的 ， 并 且 通 过 有 限 位 数 来 表示 。 典 型 的 长 度 还 是 
32 位 或 者 64 位 。 因 此 ， 滤 波 器 响应 可 能 大 幅 偏离 所 需 的 特性 。 而 且 ， 由 于 系数 量 


190 信号 处 理 与 集成 电路 





化 引起 的 误差 可 能 引起 式 (8. 1) 中 传输 函数 极点 在 * 平面 上 位 置 的 移动 ， 甚 至 可 
能 移动 到 单位 圆 上 或 者 单位 圆 之 外 ， 造 成 滤波 器 的 不 稳定 。 

(让 ) 结果 量化 和 积累 误差 

在 利用 专用 硬件 或 微 处 理 器 实现 的 数字 滤波 器 的 应 用 中 ， 一 个 合适 长 度 为 1 的 
移 位 寄存 器 被 用 于 整个 滤波 器 。 然 而 ， 在 乘法 的 算术 运算 中 ， 用 一 个 1bit 数 替 代 
的 信号 与 另外 一 个 采用 1 - bit 数 替代 的 参数 相 乘 。 相 乘 的 结果 产生 了 一 个 21 -bit 
的 数字 信号 。 但 是 由 于 每 一 个 寄存 器 的 长 度 统一 为 1- bit，21 - bit 的 数字 信号 将 被 
折 短 或 者 截断 为 1 - bit。 那 么 这 就 会 导致 出 现 结果 量化 误差 ， 这 种 误差 将 积累 起 
来 ， 作 为 执行 乘法 运算 来 影响 滤波 器 。 

(iv) 由 于 溢出 和 极限 环 产 生 的 自 激 振 范 

在 执行 算术 运算 中 ,溢出 可 能 引起 自 激 振荡 ， 这 代表 一 种 滤波 器 的 不 稳定 性 。 
如 果 在 逻辑 饱和 器 件 没有 使 用 时 ， 数 据 超出 了 存储 器 的 容量 ， 溢 出 就 可 能 发 生 。 此 
外 ， 当 滤波 器 的 输入 名 义 上 是 零 时 ， 自 激 振荡 也 可 能 发 生 ， 因 为 即使 没有 有 效 数 
据 ， 误 差 信号 也 依然 存在 ， 这 主要 是 由 内 部 数据 在 内 存 存储 前 的 量化 所 导致 的 。 这 
个 影响 被 称 为 极限 环 振荡 。 

在 本 章 中 我 们 给 出 了 以 上 类 型 误差 的 讨论 ， 讨 论 主要 基于 第 7 章 所 给 的 随机 过 
程 的 分 析 。 

数字 被 表示 成 定点 或 者 浮 点 型 。 不 管 哪 种 方法 ， 量 化 数 是 由 伟人 或 截断 进行 。 
在 1 位 的 字 长 的 定点 算法 中 ， 数 字 量化 被 假设 为 是 一 个 随机 过 程 ， 在 适当 的 范围 内 
具有 均匀 概率 密度 函数 所 产生 的 误差 ， 如 图 8. 1 所 示 。 这 是 一 个 合理 的 假设 ， 因 为 
很 显然 没有 “最 优 ”的 误差 范围 。 对 于 1 位 位 数 的 浮 点 型 算法 ， 它 的 误差 响应 概率 
密度 函数 如 图 8. 2 所 示 。 在 我 们 的 有 限 字 长 效应 的 讨论 中 ， 我 们 主要 讨论 定点 运算 
的 情况 。 


ple) 


20 0 £ 


-27! 0 7 


图 8.1 定点 算法 的 误差 概率 密度 
a) 取 整 b) 用 2 截断 补 码 c) 用 1 截断 的 补 码 或 者 原 码 
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ple) 
2! pls) 


E -2-12 0 2-42 


-42 0 £ 


图 8.2 浮 点 算法 的 误差 概率 密度 
a) 取 整 b) 用 2 截断 补 码 c) 用 i 截断 的 补 码 或 者 原 码 


8.2 输入 信号 的 量化 误差 


在 第 4 章 , 我 们 已 经 看 到 ,模拟 到 数字 的 转换 过 程 涉及 到 连续 时 间 信 号 f(1) 
的 抽样 ， 从 而 得 到 抽样 函数 fn7T) ， 之 后 在 幅度 上 量化 给 出 f (nT) ， 最 后 编码 并 
输出 到 数字 系统 。 如 果 遵 循 了 相关 的 规则 ， 取 样 过 程 就 不 会 出 现 误 差 。 相 反 ， 在 实 
际 的 模拟 输入 采样 和 相应 的 二 进 制 编码 的 量化 值 之 间 的 差 ， 被 称 为 量化 误差 或 量化 
噪声 。 这 是 模 - 数 转 换 过 程 中 信和 号 性 能 下 降 的 一 个 重要 因素 ， 也 是 目前 需要 进行 细 
致 研究 的 部 分 。 目 前 的 研究 主要 集中 于 使 用 定点 算法 进行 改进 。 

特别 的 ，A - D 转换 器 使 用 数字 滤波 器 实现 ， 有 (! +1) 位 定点 输出 ， 包 括 符 
号 位 。 这 相当 于 172: 的 分 辩 率 。 因 此 量化 步 长 9 为 

gq =1/2! (8.2) 

如 果 取 整 用 于 样本 f(n7) 的 量化 ， 那 么 最 大 可 能 量化 误差 为 +g/2。 图 8. 3a 表示 输 
人 原来 连续 信号 f(t) 的 量化 器 的 输出 (编码 前 )。 图 8. 3b 表示 相应 的 量化 误差 ， 
并 且 误 差 信号 的 幅度 处 于 -9g/2 与 9/2 之 间 。 量 化 的 信和 号 幅度 被 称 为 决定 幅度 。 假 
设 伟人 误差 = 是 均匀 概率 密度 P(e) 的 白 噪声 是 合理 的 ， 如 图 8. 4a 所 示 。 该 误差 信 
号 的 方差 (功率 ) 能 作为 衡量 信号 量化 后 的 下 降 程度 。 当 信和 号 的 量化 步 长 相对 于 
信和 号 的 变化 来 说 非常 小 时 ， 误 差 信 号 被 认为 相当 于 基本 误差 信号 的 总 和 ， 每 一 次 通 
过 直线 段 来 近似 ， 如 图 8. 4b 所 示 。 宽 度 为 7 的 基本 误差 信号 的 功率 (方差 ) 为 


1 /2 
xl = py 
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f0) 





s(n) 





图 8.3 
a) 输入 为 f(1)， 输 出 为 (2) 的 量化 器 b) 量化 误差 
p(s) Error e(t) 
1 
g 
—q/2 0 ql2 E 





图 8.4 


或 者 
= 2 (8.3) 
现在 ， 量 化 后 ， 滤 波 器 的 输入 为 
fi(nT) = f(nT) + e(nT) (8.4) 
因为 滤波 器 是 线性 系统 ， 它 的 输出 是 两 个 部 分 的 和 : 一 个 由 fn7T) 引起 ; 另 一 个 由 
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量化 误差 =(z7) 引起 的 。 那 么 ,误差 通过 传递 函数 为 H(z ) 的 滤波 器 时 ， 也 被 过 
滤 。 因 为 误差 e(n7) 被 认为 是 均值 为 0， 方差 为 g /12 的 白 噪声 ， 那 么 (7.4 节 ) 
稳 态 输入 部 分 由 于 a(n7) 是 一 个 均值 为 0 的 广义 平稳 过 程 ， 其 功率 谱 密度 ， 在 z 区 
域 ,给 出 


Pa(z) = H(z) H(z-!) (8.5) 


所 以 

Pu(o) = 证 928[exp( -joT) ]HLexp(jw7) ] (8.6) 
这 里 ， 我 们 忽略 参数 量化 和 伟人 量化 的 影响 ， 因 为 它们 对 s(n7) 的 影响 远 小 于 对 
f(n7) 的 影响 。 
那么 ， 输 出 均 方 误差 〈 输 出 噪声 功率 ) 为 


三 1 Erk") (8.7) 


这 里 1h(n7)|} 是 滤波 器 的 脉冲 响应 ， 它 是 因果 响应 。 男 外 ， 输 出 误差 的 均 方 值 由 式 
(8.5) 得 到 的 输入 量化 引起 ,并且 在 z 区 间 的 帕 塞 伐 尔 关系 为 


2 
a _ 站 于 
ou = 17 Ba z) 一 (8.8) 


这 里 的 积分 是 一 个 封闭 的 曲线 ,包括 了 H(z) 所 有 的 奇 点 。 这 个 积分 可 以 利用 留 
数 、 数 字 、 代 数 表 示 或 者 电脑 程序 的 方法 求 得 。 
现在 ， 让 量化 序列 f;(n7) 的 每 一 个 部 分 用 一 个 ! - bit 二 进 制 数 代替 。 那 么 ， 
量化 幅度 的 最 大 值 能 被 编码 成 二 进 制 形式 2。 于 是 ， 幅 度 4 的 范围 能 够 被 编码 到 以 
下 区 间 中 
gs<A=<qg2! (8.9) 
因此 ， 任 何 超过 42: 的 幅度 值 不 能 被 表示 出 来 ， 即 该 信号 被 消减 ， 导 致 信号 质量 下 
降 。 
使 信号 幅度 范围 在 【 -4。，4n] 之 内 ， 那么 


4 =- 吕 - (8. 10) 
如 果 取 整 用 于 量化 操作 ， 误 差 信号 为 
Ise(nT)1<4 2 一 (8.11) 


现在 ， 定 义 一 个 编码 器 的 峰值 功率 为 最 大 幅 值 4 的 正弦 信号 功率 ， 且 该 编码 器 可 
完整 编码 ， 无 削 波 现象 发 生 〈 见 图 8.5) 。 那 么 ， 峰 值 功率 为 


_1792 3 


= dg2221-3 (CB LZ) 
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动态 编码 范围 R. 被 定义 为 峰值 功率 与 量化 噪声 功率 之 比 。 因 此 ， 利 用 式 (8.3) 
和 式 (8. 12) 我 们 得 到 
2 


e~ 32 
Oo 


R 


=3(22-1) (8. 13) 


Sin 





图 8.5 A -D 转换 器 的 编码 动态 范围 的 有 关 定 义 
或 者 
10g( 二 ) =6.021+1.76dB (8.14) 
0 
例如 ， 一 个 8 位 编码 器 有 一 个 大 约 为 50dB 的 动态 范围 ， 而 一 个 16 位 编码 器 有 大 约 
98dB 的 动态 范围 。 
如 果 输 入 信和 号 幅度 的 范围 超过 编码 器 动态 范围 ， 那 么 在 量化 之 前 应 该 适当 减 小 


信号 幅度 ， 从 而 消除 削 波 现象 。 因 此 ， 在 通过 式 (8.4) 量化 表示 的 模型 中 ,一 个 
比例 缩小 因子 天 被 引入 ， 如 


万 (PT) =Kf(nT) +e(nT) (8. 15 ) 
这 里 
0 < 天 <1 (8. 16) 
这 里 的 信 噪 比 为 
bo 
SNR = 10log( 一 盖 )dB (8. 17) 
To 


这 里 妨 o? 是 按 比例 缩小 的 信号 ， 并 且 cg 是 量化 噪声 功率 。 
可 以 发 现 由 于 进行 K 值 选择 ， 削 波 现象 可 以 忽略 [21， 其 中 天 值 为 


K=1/50y (8. 18) 
所 以 
1 
NR =10leog(——== 
日 og(7503) 
12 
=10log( )dB (8. 19) 





25g7 
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并 利用 式 (8.2) ， 表 示 变 为 

SNR =6. 021 -3. 1876dB (8. 20) 
因此 ， 对 于 一 个 8 位 A -D 转换 器 ， 信 噪 比 大 约 为 43dB ， 然 而 对 于 一 个 16 位 的 转 
换 器 ， 信 噪 比 大 约 为 100dB。 


8.3 量化 系数 的 影响 


当 使 用 二 进 制 和 有 限 长 度 来 表示 滤波 器 系数 a, 和 4b,， 每 个 系数 都 用 1- 位 的 定 


点 或 浮 点 形式 进行 表示 。 那 么 意味 着 ， 系 数 w 被 (a,), 所 替代 ， 这 里 定点 形式 表 
示 为 


(ar)y =ar+or (C8521) 
(a)s =a,(l1 +a,) (8. 22) 
其 中 
la,| <2! (8.23) 
同样 的 ， 在 定点 形式 下 b, 变 成 
(b,), =b, +B, (8. 24) 
或 者 浮 点 表示 为 
(b,), =b,(1 +B,) (8.25) 
此 外 
IB,1 <27! (8.26) 


现在 可 见 滤波 器 特性 偏离 了 所 期 望 的 理想 特性 。 为 了 研究 这 种 效应 ， 我 们 采用 17 - 
位 取 整 系数 来 计算 因果 滤波 器 的 频率 响应 ， 即 使 用 实际 的 传递 函数 式 (8.27) 进 
行 计算 。 
M 
2 (0) 2” 
Ri(#) = 一 7 (8.27) 
1 + 2 Cb) 
利用 式 (8. 27) 来 计算 
HL exp(jwT) ] = IH, Lexp(jwT) ] lexp[L jy, (wT7)] (8. 28) 
结果 再 与 近似 问题 中 获得 的 原始 设计 所 需 的 理论 响应 HLexp(jw7) ] 进行 比较 。 自 
然 的 ， 用 于 表示 的 字 长 越 长 ， 那 么 频率 响应 越 接近 实际 所 期 望 的 响应 。 
另 一 种 研究 上 述 影响 的 办 法 是 ， 计 算 由 于 系数 取 整 操作 而 引起 的 传输 函数 零点 
和 极点 漂移 ， 之 后 再 采用 敏感 性 理论 来 检验 滤波 器 频率 响应 的 变化 。 让 H(z) 的 极 
点 为 pi, H(z) 极点 为 (pi + Ap;) 处 。 参 考 文献 [20] 中 证 明了 典型 极点 位 置 的 变 
化 为 
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N 2 
= i (8. 29) 
机 


这 里 是 参数 取 整 产生 的 系数 变化 量 ， 它 是 w 或 者 ww 。 同 样 的 结果 可 以 从 零点 
的 移动 中 获得 。 根 据 这 些 摆动 ， 就 可 以 得 到 整个 滤波 器 响应 的 偏 移 量 。 

除了 改变 频率 响应 ， 系 数量 化 也 可 能 影响 一 个 IIR 滤波 器 的 稳定 性 。 如 果 极 点 
在 z 平 面 中 正好 靠近 单位 圆 ， 系 数量 化 可 以 引起 它们 位 置 的 适当 移动 以 至 于 移动 到 
单位 圆 或 单位 圆 外 ， 因 此 会 导致 不 稳定 。 已 经 证 明 ， 对 于 一 个 N 阶 IR 低 通 滤波 
器 ， 如 果 位 数 满 足 不 等 式 (8.30)， 工 作 在 抽样 频率 为 MT7， 并 且 有 两 个 极点 
(cosw,T + jsinw,T) ， 稳 定性 是 有 保障 的 。 


N 
logs (THAIT 07) (8. 30) 
r=1 
例 8.1 对 于 一 个 传递 函数 
H(z) = 


在 稳定 的 情况 下 确定 系数 字 长 。 
解 : 极点 在 z= (0.85 +j0.15) 处 ， 即 


wT =tan 人 


各 
2 -1.7z + 0.745 


0.15 
0. | 
=0. 1747rad 


那么 ， 利 用 式 (8. 30) 的 估计 我 们 能 得 到 
1> -bg (3 (0. 1747)? | 
即 


1> -log, (0.0135) 
所 以 , 1>6.21, 我 们 取 1=7.0。 正 如 之 前 提 到 的 ,估计 值 可 能 会 不 太 乐 观 ， 
尤其 是 因为 它 基于 截断 量化 而 不 是 取 整 量化 。 
通常 情况 下 ， 系 数量 化 的 影响 对 于 高 阶 滤波 器 的 直接 形式 比 相应 的 级 联 或 并 联 
实现 更 加 重要 。 因 此 ， 串 联 或 并 联 形式 应 该 多 用 于 高 阶 滤波 器 设计 ， 因 为 它 显著 地 
减少 了 所 需 字 长 。 


最 后 ， 我 们 注意 到 由 于 系数 量化 ， 输 出 序列 与 理想 的 不 同 。 结 果 误 差 的 分 析 将 
在 下 节 中 结合 伟人 误差 累积 进行 讨论 。 
8.4 舍 入 累积 的 影响 


首先 ,我们 在 忽略 系数 量化 效应 ， 考 虑 结果 量化 效应 的 情况 下 研究 舍 人 累积 的 
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影响 。 之 后 我 们 结合 这 两 种 效应 产生 的 错误 再 次 对 舍 和 累积 进行 研究 。 在 我 们 的 讨 
论 中 ,我 们 主要 对 定点 运算 的 情况 进行 讨论 。 


8.4.1 忽略 量化 误差 的 舍 入 累积 


这 些 误差 都 是 依赖 于 实际 的 特定 形式 。 因 此 每 个 形式 都 要 单独 进行 处 理 。 
8.4.1.1 直接 形式 





一 个 IIR 滤波 器 的 传输 函数 为 
M 
BO 
H(z) = 一 全 一 一 
1 + > Ge 
六 二 旺 
_ 2 ) 
二 (8. 31) 
对 应 的 差分 方程 为 
M N 
g(n) = Safln—r)— Ybal(n—7) (8. 32) 


7=0 r=1 

这 里 为 了 方便 起 见 ， 略 去 抽样 周期 T。 直 接 实现 的 滤波 器 如 图 4. 17 所 示 ， 需 要 
(CV+M+1) 次 乘法 。 在 定点 计算 中 ， 两 个 ! - 位 长 度 的 数字 相 乘 得 到 一 个 2 -位 长 
度 的 结果 ， 这 是 一 个 取 整 的 !- 位 字 。 在 处 理 这 类 乘积 量化 误差 时 ， 我 们 假设 整个 
滤波 器 的 信号 电 平 比 量化 步 长 g 大 很 多 。 这 就 允许 我 们 把 乘法 器 的 输出 乘积 量化 误 
差 看 作 不 相关 〈 统 计 独 立 ) 的 随机 变量 ， 也 就 是 功率 密度 谱 为 9"7/12 的 白 噪声 。 因 
此 ， 整 个 误差 a(n) 是 所 有 乘法 引起 误差 的 和 。 如 果 j 是 系数 a, 的 个 数 ， 它 既 不 是 
0 也 不 是 1， 并 且 v 是 参数 b, 的 个 数 ， 它 既 不 是 0 也 不 是 1， 那 么 乘法 的 个 数 的 总 
和 为 (六 +2) 。 所 以 误差 的 总 和 为 


a(n) = tg (8. 33) 
对 于 大 多 数 情况 下 式 (8.31) 可 以 写成 
et (8.34) 
所 以 
ey -M+N+ Dg (8. 35) 


那么 量化 〈 取 整 ) 滤波 器 输出 序列 为 
1 M 
ga(n) = Dafln -7) 一 Dbe(n—r) + gE(n) (8.36) 
r=a0 


r=0 


现在 ,滤波 器 输出 误差 我 们 可 以 定义 为 
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e(n) =gs(n) -g(n) (8.37) 
将 式 (8.32) 和 式 (8.36) 代入 式 (8. 37) 
e(n) = e(n) — Doeln -7) (8.38) 


它 描述 了 一 个 输入 为 e(n) 输出 为 e(n) 的 线性 离散 系统 。 因此 , 对 式 (8.38) 做 z 
变换 ， 我 们 可 以 表示 传输 函数 


和 = 0 = 于 | 
= 一 一 (8. 39a) 
+ 哆 Ba 
或 者 者 
(2) = (8. 39b) 


这 里 D(z- ) 是 滤波 器 传输 函数 及 (z) 的 分 母 。 由 此 可 见 , D(z” ) 是 传输 函数 中 导 
致 滤波 器 输出 误差 噪声 的 部 分 。 因 此 ， 我 们 可 以 构造 一 个 滤波 器 模型 ， 它 考虑 到 合 


入 误差 累积 ， 如 图 8. 6 所 示 。 
设计 的 输出 
_NzD g(n) 
Ms Dd) 






f(n) 





图 8.6 一 个 直接 形式 的 IIR 滤波 器 模型 ,考虑 了 舍 人 入 误差 累积 
平均 输出 噪声 功率 为 
2 _ Ce + De (Kn) )2 


(N+M+1 )q 1 dz (8. 40) 
12 D(z)D(z-1) z . 
例 8.2 计算 由 舍 和 人 误差 累积 引起 的 输出 噪声 ， 其 中 滤波 器 的 传输 函数 为 


有 

(1 -0.4z "1)(1 -0.Sz-1) 

解 : D(z-1) =(1-0.4z-!)(1 -0.5z-!) 
D(z) =(1 -0.4z)(1—0.5z) 


H(z) = 
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这 里 ，M =0 上 且 N=2。 所 以 式 (8.40) 给 出 
zdz 
~ 8Bjmrk (0.4 -z)(0.5 —z)(1 —0.4)(1 -0.5z) 
积分 的 计算 是 通过 对 积分 曲线 中 极点 留 数 求 和 来 实现 的 ， 在 本 例 中 积分 曲线 是 单位 
圆 。 可 以 得 到 


2 
i 。 

三 二 一 XX 投 residuecs 
Cr 元 j27 》 u 


8 
被 积 函数 极点 在 单位 圆 内 是 z = 0.4 和 z=0.5。 相 关 的 留 数 为 
-ak 
ki (0.4-0.5)(1 -0.42)(1-0.4x0.5) = —5.9524 
i 
00.5 -0.4) (1 -0.5 (01-04x0.5) 
那么 ， 舍 入 误差 累积 噪声 为 
0 - 委 (8. 333 -5. 9524) 
=0. 5959? 
现在 ,考虑 直接 非 递归 的 FIR 滤波 器 实现 
M 
H(z) 三 > az (8.41) 
r=0 


在 本 例 中 ， 舍 人 累积 噪声 能 利用 式 (6. 40) 求 得 , D(z”") = 1 且 N=0。 那么, 平 
均 输 出 噪声 功率 为 


2 (M+lD)g lrd 


12 j2mk zx 
即 

tng (8. 42) 
8.4.1.2 级 联 实现 


如 同 第 4 章 介绍 的 那样 ， 该 方法 所 得 到 的 表达 形式 的 传输 函数 为 


H(z) 三 [TIC) (8.43) 
k=1 
这 里 有 H(z) 是 该 式 中 的 二 阶 因子 
Qok +odkZ 十 aakz 
ee 1 +Bisz™! +B2pz 一 
_ A(s 
~B(z-!) 
当 且 (z) 为 奇数 阶 函 数 时 , Hi(z) 则 可 能 是 一 阶 因子 ; 此 时 az = PBzt =0， 与 式 
(8.44) 的 表示 形式 相似 。 





(8.44) 
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滤波 器 的 最 终 实现 是 通过 许多 二 阶 因 子 (和 可 能 的 一 阶 因 子 ) 级 联 而 成 ， 这 
些 二 阶 因 子 描述 了 式 (8. 44) 中 的 典型 传输 函数 。 没 有 进行 舍 入 误差 考虑 的 滤波 
器 实现 形式 如 图 8. 5 所 示 。 为 了 将 舍 人 误差 考虑 在 分 析 中 ， 图 8. 6 的 模型 使 用 了 式 
(8.44) 描述 的 传输 函数 ， 并 且 结 果 采 用 级 联 连 接 。 图 8.7 给 出 了 这 种 模型 。 量 化 
误差 输入 s(n) 导致 噪声 功率 部 分 的 et 在 输出 时 引起 一 个 总 的 噪声 功率 为 


07 = 了 (8.45) 
k=1l 
图 8.7 中 的 模型 表明 ， 每 一 个 噪声 输入 a(n) 产生 一 个 e,(n) 输出 ， 因 此 一 个 误差 
传输 函数 能 被 表示 为 
~ ZLe:(n)] 
Wt = Lan] 








= IT Bi;k = 1,2,,(m—-1) (8. 46a) 


f (n) ga(n) 





和 
(8. 46b) 


因此 ， 利 用 帕 塞 伐 尔 定理 和 式 (8.40) 类 似 的 关系 ,第 个 量化 的 误差 部 分 产生 
的 噪声 功率 为 





2 m 
2 _Kiqg 1 1 dz a _ I 
2 jr Bd z 2 (8.47a) 
和 
gq 1 1 dz 
0 = (8.47b) 


12 j271 BB,. Zz 
这 里 下 标 星 号 表示 z 变换 为 z-'， 并且 ui 是 第 上 部 分 的 乘法 数 。 对 于 一 个 普通 的 2 
阶 部 分 几 =5， 一 个 普通 的 一 阶 j =3。 最 后 ， 输 出 噪声 功率 总 和 可 以 由 式 (8. 46) 
和 式 (8.47) 得 到 。 
例 8.3 例 8.2 中 的 传输 函数 由 级 联 方式 来 实现 ， 计 算 由 于 舍 人 累积 导致 的 输 
出 噪声 功率 。 
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解 : 让 我 们 以 两 个 一 阶 节 级 联 来 实现 传输 函数 。 因 为 两 个 极点 都 是 实数 ， 所 以 
很 容易 进行 实现 。 那 么 
H(z) =H(z)H,(z) 





这 里 
z-! 1 
(a) 0 dy “0.4 
z-! 1 
Bl) T0521) 2-0,3 
利用 式 (8. 47) ie =1， 


本 全 1 Szdz 
91 712 jr) (z -0.4)(z -0.5)(2.5 —z)(2 —z) 
单位 圆 内 的 两 个 极点 是 z=0. 有 0.5。 相 应 的 留 数 是 -5.9524 和 8. 333 。 因 此 


2 了 EA 
cl =13 天 = 5. 9524 +8. 333) 


=0. 19849? 
包 相似 , po =1 

o2 =0.111g? 
因此 ， 总 输出 噪声 功率 是 

of =at+a3 

=0. 3095g? 

与 例 8. 2 中 的 直接 实现 相 比 较 ， 可 以 看 出 ， 对 于 该 传输 函数 ， 在 相同 的 抽样 间隔 
下 ， 级 联 模式 产生 较 低 的 舍 人 噪声 。 


8.4.1.3 并 联 实现 
在 这 种 模式 中 ， 我 们 表示 传输 函数 为 
H(z) = 和 六 (8.48) 
其 中 
四 Qok +ainz! 
本 1 +Bkz -1 +B28z 一 
4 和 (2) 
= (8. 49) 


跟前 面 一 样 ， 我 们 可 以 改进 图 8. 8 的 模型 ， 它 给 出 了 考虑 舍 人 噪声 情况 下 并 联 形式 
每 一 个 输入 噪声 误差 a;(n) 都 会 在 输出 时 产生 一 个 量化 噪声 功率 部 分 of。 输 
出 的 伟人 噪声 总 功率 是 


oz = 和 (8.50) 
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galn) 





图 8.8 并 联 形 式 的 IR 滤波 器 ， 考 虑 了 舍 人 误差 累积 
这 里 





2 
a J 1 1 a 
d= i bm (8. 51) 


式 中 ,jx 是 在 第 大 部 分 的 乘法 数 。 

例 8.4 在 并 联 情况 下 实现 例 8.2 和 8.3 中 的 传输 函数 ， 分 别 计算 它们 的 输出 
舍 人 噪声 功率 。 

解 : 


1 
HW) 二 


用 两 个 一 阶 并 联 方式 来 实现 ， 因 为 两 个 极点 都 是 实 的 。 那 么 
H(z) = Hi(z) + H,(z) 








这 里 
(a) = EF4 J 
Was) 
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那么 
ot = 本 1 4 1 9z 
12 j2mj (z -0.4)(z-1 -0.4) = 
= 0. 099202 
并 且 
o2 ee 工 和 -和 此 
12 j2mk (z -0.5)(z-1 -0.5) > 
= 0.1119? 
所 以 


ad =ot +02 =0.21039? 


对 于 该 同样 的 传输 函数 ， 它 的 输出 含 人 噪声 功率 甚至 比 级 联 形式 更 小 。 
8. 4.2 ”考虑 量化 误差 的 舍 入 累积 


现在 ,我 们 在 同时 考虑 滤波 器 参数 取 整 的 情况 下 ,重复 上 节 的 分 析 。 与 此 同 
时 ,假设 使 用 的 是 定点 算法 。 
8.4.2.1 直接 实现 


采用 式 (8.21) ~ 式 (8.26) 的 取 整 系数 符号 ， 定 义 


呆 
A(n) =- DbA(n —k) +u(n) (8. 52) 
k=1 
这 里 
N M 
u(n) = fn 一 天) 一 Pieln — kk) + e(n) (8. 53) 
MM 
A(z) = 》 ar (8.54) 
k=0 
N 
B(s) = DBrz™* (8.55) 
k=1 
C(z) = 4(z) - H(z)B(z) (8.56) 
N 
D(z) =1+ BD biz (8.57) 
k=1 


现在 ,假设 输入 序列 |f(n)} 是 零 均值 和 广义 平稳 的 ， 它 有 自 相 关 序 列 {Ry(n)| 和 
功率 谱 密度 $y(z) 。 于 是 ， 输 出 序列 |g(n)| 也 是 零 均 值 和 广义 平稳 的 ， 功 率 谱 密 
度 gos(z) 为 

中 sg(z) =H(z)H, (2) Py(z) (8. 58) 
可 以 证 明 ， 如 式 (8.53) 所 定义 的 , |u(n)| 也 是 零 均值 和 广义 平稳 的 ， 自 相关 画 
数 为 


buss) = CD Cs (opp(7) + HEN OT (8.59) 
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输出 的 量化 误差 A(n) 包括 参数 的 量化 和 产生 的 舍 和 人 累积， 它 也 是 零 均值 和 广义 平 
稳 的 ， 自 相关 为 


1 
pss (2) = DD C2) Pe?) (8.60) 
根据 式 (8. 59) ， 它 可 变 为 
C(z)C, (z) M+N+1 
中 AA(z) DD Cb) wr (8.61) 
因此 ， 均 方 误差 ， 或 者 输出 噪声 功率 为 
0 = 和 (za) 守 (8.62) 


很 明显 ， 如 果 没 有 系数 取 整 误差 ， 式 (8. 61) 的 第 一 个 式 子 就 不 会 存在 ， 并 且 式 
(8.61) 和 式 〈8. 62) 的 表示 简化 为 之 前 得 到 的 式 (8. 40) 。 于 是 ， 由 于 内 部 量化 
产生 的 总 输出 噪声 就 是 伟人 累积 和 系数 取 整 到 ! - 位 两 部 分 之 和 。 由 于 伟人 累积 产 
生 的 部 分 与 输入 序列 |f(n)| 和 理论 的 输出 序列 都 不 相关 的 。 一 个 包含 这 些 误差 的 
传输 函数 的 直接 实现 的 形式 ， 可 以 很 容易 根据 式 (8.61) 和 式 〈8. 62) 得 到 。 如 
图 8. 9 所 示 ， 它 是 图 8.6 的 一 个 特例 。 


ga(n) 





图 8.9 直接 形式 的 IIR 滤波 器 ， 同 时 考虑 合 人 量化 累积 和 系数 量化 
8.4.2.2 级 联 实现 
将 五 (z) 分 解 成 式 〈8.43) ， 图 8.9 的 模型 可 以 应 用 于 每 一 个 因子 下 ， 其 中 


M=N=2 (或 1)。 式 (8.21) ~ 式 (8.26) 中 的 符号 可 以 用 于 任意 一 阶 节 和 二 阶 
节 的 量化 系数 。 那 么 

Ai(z) = aok 二 QZ ! tar 
Bi(z) =Biz ! FBz (8.63) 


Ci(z) =A1(z) -H(z)B,(z) 
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我 们 可 以 构造 图 8. 10 的 模型 ， 它 是 图 8. 7 的 一 个 忽略 系数 量化 的 特例 。 


f ln) sg 





8.10 级 联 形式 的 IR 滤波 器 ， 同 时 考虑 伟人 量化 累积 和 系数 量化 
因此 ， 对 于 级 联 实现 ， 输 出 误差 的 功率 谱 密 度 为 








CC, 
Pan (z) -tr 5 卫生 二 Dn-ll™ 
2 
,本 
二 DD 以 an, ) CE 
rk 
这 里 x 是 在 第 天 部 分 的 乘法 数 。 


最 后 ， 根 据 式 (8. 62) 和 式 (8.64) 能 得 到 总 的 输出 噪声 功率 。 我 们 还 要 注 
意 零 系 数 舍 人 ， 根 据 式 (8. 62) 、 式 〈8. 64) 可 简化 为 式 (8. 47) 。 
8.4.2.3 ”并联 实现 

将 H(z) 表示 为 式 (8. 48) ， 图 8.9 的 模型 能 够 用 于 每 一 个 二 阶 (或 者 一 阶 ) 
的 甩 (z) 。 式 (8.21) 到 式 (8.26) 的 符号 用 于 每 部 分 的 系数 量化 。 因 此 ， 


Ai(z) =aok 十 Qi 一 
Bi(z) =Boiz-1+Biiz-2 (8.65) 


Ci(z) =A(z) -Hi(z)B,(z) 
根据 上 面 的 表示 ， 我 们 能 构建 图 8. 11 的 模型 ， 图 8. 8 是 图 8. 11 不 进行 系数 量化 情 
况 下 的 特殊 情况 。 那 么 ， 对 于 并 行 实现 形式 ， 
输出 误差 的 功率 谱 密度 为 


中 AA(z) = b(n) (D5 i 2 Be (8.66) 


式 中 ,jw 是 在 第 上 部 分 的 乘法 数 。 这 前 入 让 和 府 各 代 岳 光 (8.66) 和 式 
(8. 62) 得 到 。 对 于 没有 参数 量化 的 情况 ， 结 果 简 化 为 式 (8. 51) 。 
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Bal (n) 





f(n) 


图 8.11 级 联 形式 的 IIR 滤波 器 ， 同 时 考虑 舍 人 量化 累积 和 参数 量化 


8.5 自 激 : 溢出 和 极限 周期 


8. 5.1 溢出 振荡 


考虑 到 二 阶 节 作 为 数字 传输 函数 的 基本 结构 模块 ?1]。 对 于 图 8. 12 所 示 的 部 分 
由 差分 方程 描述 


g(n) =f(n) -Big(n-1) -Bg(n-2) 《8. 67) 
相应 的 传输 函数 是 一 个 全 极点 函数 
Zig(n)} _ 1 
ME Mn A CS 
稳定 条 件 的 获得 是 通过 极点 计算 得 到 的 ， 为 
_ _ 1/2 
Pp 2 -A (8. 69) 
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o 8(n) 





g&(n—2) 
图 8.12 由 式 (8.67) 和 式 (8.68) 表示 的 一 个 二 阶 滤波 器 


所 以 为 保证 稳定 性 ，pi,z 必 须 在 z 平面 的 单位 圆 内 。 这 个 条 件 能 被 表示 在 (B1,，B,) 
平面 上 ， 如 图 8. 13 所 示 。 对 于 复数 极点 ， 稳 定 区 间 是 由 抛物 线 界定 的 


应 = 下 (8.70) 
pb 


hi 





溢出 振荡 不 存在 区 域 


图 8.13 自 激 振荡 的 相关 讨论 


并 且 对 于 稳定 性 有 
0<B, <1 (8.71) 
实 极点 从 式 〈8. 69) 中 可 以 得 到 
-多 + 计 ( -48.)? <1 
(8.72) 
B! 1 


i 
即 


B: > -Bi -1,B, >B -1, (8.73) 
或 者 
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IBil <1 +B, (8.74) 
这 种 情况 下 ， 稳 定 的 区 域 是 一 个 三 角形 的 ， 它 的 三 条 边 定 义 为 
B=1,B, = -Bi -1,B, =B -1 (8.75) 


如 图 8. 13 所 示 。 

现在 ， 甚 至 输入 为 零 ， 即 使 稳定 条 件 满足 ， 自 激 振荡 也 可 能 发 生 。 零 输入 的 差 
分 方程 可 以 通过 设 定 (8.67) 中 的 fn) = 0 得 到 ; 因此 

Bg(n -2) +Big(n -1) +g(n) =0 
或 
8g(n)= -[Big(n-1) +Bg(n—2)] (8.76) 

当 使 用 图 8. 12 加 法 器 的 定点 算法 ， 溢 出 就 可 能 发 生 。 例 如 ， 二 进 制 补 码 加 法 器 的 
传输 特性 如 图 8. 14 所 示 。 





图 8. 14 二进制 补 码 加 法 器 的 传输 特性 


很 明显 ， 如 果 加 法 器 接收 输入 的 数字 的 总 和 超出 了 范围 ( -1，1) ， 洲 出 将 会 发 
生 。 不 溢出 的 条 件 由 式 (8.76) 得 到 
lg(z)1<1 (8.77) 
所 以 
lIBig(n-1) +Be(n—-2)1<!1 (8.78) 
并 且 因 为 g(n-1) 和 g(n -2) 被 限制 小 于 1， 于 是 ,一 个 避免 溢出 的 充分 必要 条 件 
为 
IBil+1B,l <1 (8.79) 
它 定义 了 一 个 序列 ， 该 序列 在 如 图 8. 13 所 示 的 (B1，B,) 平面 稳定 的 三 角形 内 。 
它 已 经 表明 ， 如 果 式 (8.79) 的 条 件 不 满足 ， 那 么 加 法 器 将 工作 在 一 个 非 线 性 方 
式 ， 即 使 当 输 入 是 零 ， 也 能 产生 一 个 滤波 器 的 输出 。 这 个 输出 可 能 是 常数 也 可 能 周 
期 性 信号 ， 它 通常 被 称 为 洲 出 振荡 。 解 决 这 个 问题 的 方法 是 使 用 饱和 加 法 器 。 这 种 
加 法 器 的 传输 特性 如 图 8. 15 所 示 ， 并 且 不 允许 输出 结果 超过 指定 的 动态 范围 。 
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图 8.15 二 进 制 补 码 饱 和 加 法 器 的 传输 特性 


8.5.2 极限 周期 和 死 区 效应 


如 果 数 字 滤 波 器 的 输入 为 零 或 者 常数 ， 在 8. 4 节 所 给 的 讨论 方式 中 ， 算 法 的 舍 
人 误差 不 能 被 视 为 不 相关 的 随机 过 程 。 反 而 ， 仿 人 噪声 取决 于 信号 的 输入 ， 并 且 甚 
至 当 输 入 完全 关闭 ， 仍 存在 一 个 由 含 人 噪声 确定 的 输出 。 这 种 现象 会 导致 自 激 振 
荡 ， 被 称 为 极限 环 。 这 些 现 在 都 通过 由 一 阶 差分 方程 描述 的 一 阶 滤波 器 所 表示 





8(n) =ag(n -1) +f(n) (8. 80) 
所 以 它 的 传输 函数 为 
I 
Js (8. 81) 
并 且 稳 定性 要 求 
lal <1 (8. 82) 
令 a=0.94, 初始 条 件 为 g( 一 1) = 11 ， 并且 假 设 输入 完全 关闭 ， 即 f(n) = 0 ,我 
们 有 
g(n) =0. 94g(n -1) (8. 83) 


假设 输出 是 无 限 准确 度 计 算得 到 的 ， 那么 将 其 舍 人 到 最 接近 的 整数 ， 表 8. 1 给 出 了 
相应 的 值 。 这 表明 虽然 g(n) 的 准确 值 以 指数 方式 衰减 ， 但 舍 人 的 值 达 到 8 的 稳定 
值 。 这 就 是 极限 周期 对 零 输入 的 响应 。 如 果 我 们 重复 表 8. 1 的 计算 , 并 且 在 式 
(8.80) 中 设 a 为 -0.94， 那么 我 们 得 到 表 8.2， 揭 示 出 g(n) 的 舍 入 值 在 -8~8 
之 间 变 动 。 区 间 [ -8，8] 被 称 为 死 区 ， 并且 这 种 现象 被 称 为 死 区 效应 。 

通常 ， 对 于 一 阶 滤波 器 ， 死 区 可 以 根据 下 式 (8. 84) 得 到 


Ds .3 | 的 整数 部 分 (8.84) 
1-1al 
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表 8.1 式 (8.83) 假设 无 限 精度 计算 出 的 输出 和 四 舍 五 入 为 最 接近 的 整数 





n 准确 的 g (n) 合 人 的 g (n) 
0 10. 34 10 
1 9.7196 9 
2 9. 136424 8 
3 8. 5882386 8 
4 8. 0729442 8 
5 7. 5885676 8 
表 8.2 在 式 (8.80) 中 设 a 为 -0.94 计算 表 8.1 
n 准确 的 g (n) 合 人 的 g (n) 
0 -10.34 -10 
1 9.7196 9 
2 —9. 136424 -8 
8. 5882386 8 
4 —8.0729442 -8 
5 7. 5885676 8 


这 里 

(i) 对 于 a >0 极限 环 是 常数 ; 

(ii) 对 于 a <0 信号 以 ww/2 的 频率 振荡 。 

极限 周期 的 二 阶 分 析 表 明 存 在 两 种 方式 的 自 激 振 荡 。 第 一 方式 与 ww/2 频率 下 
一 阶 节 产 生 的 常数 输出 或 振荡 的 情况 类 似 。 在 第 二 种 方式 下 ， 滤波 器 表现 为 在 单位 
圆 上 存在 一 对 共 斩 极点 。 

必须 观察 到 的 是 极限 环 振 葛 的 发 生 是 由 于 存储 到 寄存 器 前 的 量化 。 在 精心 设计 
的 系统 中 ， 一 般 具 有 足够 大 的 位 数 以 及 足够 小 的 量化 步 长 ， 它 们 通常 具有 很 小 的 幅 
度 。 因 此 ， 在 缺乏 逻辑 饱和 器 件 时 ， 它 们 的 振幅 比 可 能 产生 溢出 振 划 的 振幅 要 小 。 
通过 指定 量化 误差 的 边界 ， 如 式 (8. 85) ， 一 个 极限 环 幅 度 的 上 界 能 够 很 容易 获得 


Ee(n) < (8. 85 ) 
因此 ， 如 果 滤 波 器 脉冲 响应 序列 为 |h(n)| ， 那 么 
| g(n) | < 这 | h(n) | (8. 86) 
事实 上 ,这 是 比较 悲观 的 情况 。 更 实际 的 极限 环 幅 值 的 估算 由 下 式 (8. 87) 给 出 
二。 = maxlH( exp(jw7) ) | (8. 87) 


这 里 吾 (exp(jw7) ) 是 滤波 器 部 分 的 传输 函数 。 例 如 ， 一 个 二 阶 节 描述 为 
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它 的 极点 为 
Pi = Irlexp(j +0) (8. 89) 
所 以 式 (8. 86) 给 出 
| g(n)|= Te 
然而 式 (8. 87) 给 出 
Ns 
Ale = (1 -7 )sing C3:90) 


最 后 ,我 们 观察 到 ， 为 了 尽量 减少 极限 环 振荡 ， 寄 存 器 的 长 度 必 须 选 择 足 够 大 ， 并 
且 量 化 步 长 必须 足够 小 。 极 限 环 振荡 也 可 以 通过 利用 截断 而 不 是 取 整 的 量化 来 消 
除 。 可 是 ， 代 价 是 在 信号 的 出 现时 增加 了 量化 噪声 。 


8.6 小结 


本 章 主要 讨论 了 数字 信和 号 处 理 器 性 能 下 降 的 各 种 原因 和 来 源 ， 这 是 系统 所 固有 
的 ， 是 由 使 用 有 限 长 数字 表示 信号 序列 和 传输 函数 的 系数 引起 的 。 这 些 有 限 字 长 效 
应 的 研究 是 非常 重要 的 ， 因 为 在 数字 系统 的 设计 完成 和 实现 之 前 它们 是 必须 要 考虑 
的 。 在 数字 信号 处 理 系统 中 ， 这 些 性 能 的 限制 ， 例 如 一 个 数字 滤波 器 ， 构 成 了 数字 
系统 和 模拟 系统 的 根本 区 别 ， 因 为 模拟 系统 并 没有 这 些 限制 。 


习 题 


8.1 对 于 以 下 的 滤波 器 传输 函数 : 


_ (1+z-1)3 
(a) H(z) = (1 +0.1z-1)(1 -0.4z-! +0.2z-2) 


(li ) 
(AN = 全 二 +51z-1 + 27z-2 + 5z-3) 
计算 由 32 位 定点 数 表 示 的 输入 信号 量化 的 输出 误差 。 
8.2 计算 习题 8. 1 传输 函数 的 系数 字 长 ， 要 求 避免 不 稳定 性 。 
8.3 ”对 于 习题 8. 1 的 传输 函数 ， 计 算 每 种 情况 (直接 实现 、 级 联 实现 、 并 联 实现 ) 下 由 舍 入 误 
差 引 起 的 输出 误差 ,不 考虑 系数 量化 。 
8.4 在 考虑 系数 量化 影响 的 情况 下 重新 计算 习题 8.3， 假设 全 部 字 长 都 是 16 位 。 
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9.1 绪论 


在 本 章 中 ， 我 们 将 讨论 一 个 信号 处 理 的 核心 问题 ， 即 : 从 一 组 收 到 的 噪声 数据 
信号 522202] 中 估算 出 有 用 的 信号 。 如 果 信 和 号 是 确定 的 且 频 谱 已 知 ， 并 且 这 些 频 
谱 与 噪声 不 发 生 交 倒 ， 那 么 信号 能 通过 之 前 讨论 的 传统 滤波 技术 进行 恢复 。 但 是 这 
种 情况 非常 少见 。 相 反 ， 我 们 常常 遇见 的 问题 是 在 存在 的 噪声 中 估计 一 个 未 知 的 随 
机 信号 ， 并 且 这 通常 是 以 一 定 的 标准 来 完成 ， 以 使 估算 中 的 误差 最 小 化 。 这 就 引出 
了 对 自 适应 滤波 的 研究 1。 一 个 密切 相关 的 区 域 是 对 一 个 未 知 的 线性 系统 (或 过 
程 ) 行为 的 建 模 或 仿真 。 首 先 ， 本 章 对 线性 估计 和 建 模 的 规则 进行 了 讨论 ， 那 就 
表明 这 些 可 以 使 用 自 适 应 算法 来 进行 实现 。 在 线性 估计 理论 中 ， 我们 使 用 的 是 从 确 
定性 函数 的 经 典 均 方 通 近 方法 派生 出 来 的 设计 技术 。 因 此 ， 本 章 从 这 些 方 法 的 讨论 
开始 ， 再 扩展 到 随机 信号 。 本 章 意 在 介绍 一 种 模拟 和 数字 技术 的 线性 估计 方法 。 重 
点 是 放 在 离散 区 间 的 Winener 滤波 器 和 相关 的 自 适应 算法 。 这 些 讨论 都 以 第 7 章 的 
结果 和 符号 为 基础 的 。 


9.2 均 方 近似 


9.2.1 模拟 信号 
假设 ,给 定 一 个 函数 f(t) ， 通过 式 (9.1) 中 轨 个 独立 信号 xi(t) 的 线性 组 合 
进行 近似 为 


N-1 


ft) = Term?) (9.1) 
近似 误差 为 
e(t) = f(t) -fi) 
=f(:) - sn (9.2) 


确定 常数 a;， 减 小 由 此 产生 的 均 方 误差 
a= | ed (9.3) 
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即 


本 N-1 

= = [Lf) -~ Dolt) Yd (9.4) 
我 们 之 前 提 到 一 个 类 似 的 例子 ， 通 过 一 个 截断 传 里 叶 级 数 表示 一 个 函数 的 近似 。 在 
那个 例子 中 ,信号 x(t) 是 以 sinkwot、coskwot 或 者 exp (jwot) 的 形式 出 现 。 这 
里 , 我 们 研究 最 普遍 的 情况 ， 其中， 信号 x (i) 不 会 被 特殊 信号 所 限制 。 我 们 仅 限 
于 对 实 信号 进行 讨论 。 
9.2.1.1 正 交 性 原理 

首先 ， 我 们 注意 到 ， 如 果 x(i) 和 yy(i) 在 区 间 [a,b] 上 是 正 交 的 ,满足 


[zy a =0 (9.5) 
如 果 区 间 为 是 [ -% ，% ] ， 那 么 正 交 性 满足 
.x0)y() a =0 (9.6) 


现在 我 们 讨论 式 (9.4) 所 给 的 均 方 误差 =。， 注 意 到 它 是 系数 ar 的 函数 。 为 了 将 e 
最 小 化 ， 我 们 对 它 求 a; 的 微分 ， 并 且 等 于 零 


Se 0 j=0,1,..…,(N-1) (9.7) 
09a; 
或 者 
了 N-1 
i[[ 0 -三 oem(o)] =0 (9.8) 
即 
所 N-1 
-2[ .CD -也 wxx(D))xi(D)d =0 (9.9) 
k=0 
或 者 
三 [AD -Ko lm) dt =0 i=0,1,,(N-1) (9. 10) 
所 以 
[eri a 二 (9.11) 


它 意 味 着 误差 , e(:) = f(t) -f(t) ,与 信号 x;(1) 必须 是 正 交 的 。 
将 式 (9. 11) 进行 详细 表示 ， 我 们 有 


ao zoCt) s(t) de + ALAOGE! 十 … 十 awa [ zn-1 Cit) 
= [LAD i=0,1,.…,(N-1) (9. 12) 


它 是 入 个 以 ao，al，…，aw-1 为 系数 的 等 式 系统 ， 它 的 解 给 出 了 最 小 均 方 误差 的 
最 优 值 。 
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很 明显 ， 如 果 我 们 施加 额外 条 件 ， 即 信号 x; ( 本 身 就 是 一 个 正 交 组 ， 那 么 
[EAGLEAGLED We 证 带 庆 


=0 了 天 大 (9.13) 
如 果 是 这 种 情况 ， 那么 式 (9. 12) 和 式 (9. 13) 给 出 
Qi = EAs) dt (9. 14) 


9.2.2 离散 信号 
如 果 两 个 序列 {x(n)| 和 {y(n)| 在 区 间 [ -o ，% ] 上 正 交 ,那么 有 
by x(n)y(n) =0 (9. 15) 


天 三 一色 


现在 ， 给 定 一 个 任意 序列 {f(t)| ， 要 求 用 六 个 线性 独立 序列 {xx(z) 上 的 线性 组 合 
对 其 进行 近似 ， 有 
fln) = 三 woman (9.16) 
误差 的 近似 为 
e(n) =f(n) -fln) 
=f(n) - Eari(n) (9.17) 
此 外 ， 我 们 希望 确定 系数 ok ， 使 均 方 误 差 最 小 


£ 三 e2(7) 


n=—-% 


加 N-1 
= 2 已- 下 wm (9.18) 


n=-% 


为 了 达到 这 个 目的 ， 使 上 面 的 表达 式 对 一 个 典型 的 系数 求 微分 并 且 等 于 零 。 
即 


--2 5 Un) -fn) lxi(n) =0 (9.19) 
那么 
了 (Fn) -Hn))x(n) =0 i=0,1,.,(N-1) (9.20) 
或 者 oi 
> e(n)xi(n) =0 i=0,1,.,(N-1) (9.21) 


它 意味 着 误差 与 信号 x;(n) 是 正 交 的 。 所 以 ， 正 交 性 的 原理 也 适用 于 离散 信号 。 为 
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了 确定 系数 ， 我 们 将 式 (9. 19) 写成 
m > Xo(n)xi(n) 二 ai 至 : XI1(N)Xi(n) 十 … 十 GN_l by XN_1(n)%i(n) 


= EA (n) i=0,1,.…,(N-1) (9.22) 
上 述 个 方程 的 解 给 出 了 系数 a 的 最 优 值 。 


在 本 章 的 其 余部 分 ,我们 将 使 均 方 逼近 原则 适用 于 随机 信号 的 估计 。 使 用 估计 
而 不 是 近似 的 术语 ， 是 因为 信号 是 随机 的 或 者 最 好 包含 有 随机 信号 的 成 分 。 


9.3 线性 估计 、 系 统 建 模 与 最 佳 滤波 器 


对 于 一 个 随机 信号 f(t) ， 只 能 观察 到 加 性 噪声 的 存在 52] 。 噪 声 也 是 一 个 随机 
信号 v(t) 并 且 接 收 的 数据 信号 为 
X(t) =f(t) +v(t) (9.23) 
图 9. 1a 形象 地 表示 了 它 。 当 有 用 信号 是 x(t) 时 ， 这 里 需要 考虑 的 问题 是 f(t) 信 号 
的 估计 。 在 式 (9.23) 中 假设 f(t) 是 一 个 未 知 的 随机 信号 抽样 序列 ， 并 且 v(t) 是 
已 知 功率 谱 的 联合 平稳 序列 。 


JD Xx(D) 误差 。。、 
=f(D) -f(D 


v(D) 
a) 





图 9.1 


a) 式 (9.23) 的 符号 表示 b) 线性 估计 

我 们 区 分 三 种 类 型 的 估计 : 

(a) 从 数据 x(t) 有 效 到 时 间 1， 对 f(t) 在 时 间 上 上 进行 估计 ， 通 常 称 为 过 滤 。 

(b) 从 数据 有 效 到 时 间 :， 对 f(s) 在 时 间 上 上 进行 估计 ， 并 且 测 量 时 间 晚 于 i。 
这 就 是 所 谓 的 平滑 。 这 种 情况 下 ， 在 估计 的 结果 上 有 一 些 延 迟 。 

(c) 直到 上 时 刻 点 ， 在 未 来 的 时 间 点 〈t +r) 上 对 信号 进行 估计 。 这 就 是 所 谓 
的 预测 。 

一 般 而 言 ， 线 性 估计 问题 包括 可 用 噪声 信号 通过 线性 系统 (如 图 9. 1b) 的 过 
程 ， 严 格 地 说 ， 它 被 称 为 滤波 器 ， 无 论 过 程 是 滤波 、 平 滑 或 者 预测 。 滤 波 器 f(1) 
的 输出 必须 是 信号 f(t) 的 人 和 估计， 并且 要 求 噪 声 v(t) 被 抑制 。 

估计 理论 的 最 开始 工作 是 由 Kolmogorov 和 Wiener 在 20 世纪 40 年 代 以 平稳 过 
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程 的 形式 完成 的 。 该 解决 方案 使 用 最 小 均 方 误差 作为 最 优化 准则 ， 并 将 得 到 的 最 优 
滤波 器 被 称 为 Wiener 滤波 器 。 然 而 ，Kolmogorov 和 Wiener 的 理论 不 适用 于 处 理 非 
平稳 信号 和 噪声 。 这 就 引发 了 Kalman 在 20 世纪 60 年 代 的 研究 ， 他 发 表 了 一 种 适 
用 于 非 平稳 过 程 的 新 理论 。 该 解决 方案 提供 了 一 种 利用 最 小 二 乘法 的 最 佳 的 设计 ， 
其 结果 是 一 种 称 为 Kalman 滤波 器 的 可 变 系 数 的 系统 。 

另外 一 个 与 最 优化 滤波 非常 相关 的 问题 是 一 个 未 知 系统 通过 一 个 线性 系统 
(滤波 器 ) 进行 建 模 或 仿真 。 这 种 情况 与 图 9. 2 所 描述 一 样 ， 滤 波 器 输出 与 理想 输 
出 的 误差 是 最 小 的 。 最 优 建 模 问题 的 解决 与 估计 问题 在 表示 上 相同 。 因 此 ， 本 章 的 
讨论 都 适用 于 这 两 种 情况 。 但 是 ， 我 们 只 考虑 它们 中 的 一 个 和 其 他 特定 的 情况 。 


误差 、 
=JD -f(D 





图 9. 2 一 个 线性 滤波 器 的 系统 建 模 


9.4 最 小 均 方 误差 的 模拟 估计 


让 我 们 回 到 式 (9. 1) 的 表示 ， 相 关 的 表示 和 模型 如 图 9. 1 和 图 9. 2 所 示 。 我 
们 现在 希望 这 样 处 理 信号 x(1) ， 将 信号 通过 一 个 模拟 (连续 时 间 ) 滤波 器 得 到 输 
出 结果 f(:) 。 输 出 必须 是 有 抑制 噪声 v(1) 的 f(t) 的 估计 。 假 设 接收 的 数据 信号 x 
(z) 是 (广义 ) 平稳 的 ， 那么 它 的 均值 
E[x(t) ] =”m, 常 数 (9. 24) 
并 且 它 的 自 相关 是 
R,.(T) =ELx(t)x(t+7)] (9.25) 
仅仅 取决 于 差 值 r+。 此 外 ， 因 为 总 是 减 去 均值 nx， 我 们 认为 过 程 是 零 均 值 的 。 
首先 ， 我 们 利用 非 因果 滤波 器 讨论 数据 平滑 ， 然 后 讨论 因果 估计 问题 。 


9.4.1 非 因果 的 平滑 维 纳 滤波 器 
对 于 图 9.3， 图 中 数据 x(i) 通过 一 个 脉冲 响应 为 h(i) 的 滤波 器 。 我 们 希望 能 


够 得 到 h(t) 或 者 它 的 伟 里 叶 转换 H(w) ， 使 滤波 器 的 输出 f(t) 是 f(t) 的 估计 。 这 
种 情况 下 ， 我 们 利用 数据 x(t) 的 以 前 值 和 未 来 值 的 线性 组 合 来 估计 f(t:) 。( 非 因 
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果 ) 佑 计量 的 输出 f(1) 与 它 的 输入 有 
如 下 卷 积 关系 : x(D) 滤波 器 fn 


fC) = [h(a)x(t — a)da 
(9. 26) 图 9.3 ”输入 为 接收 到 的 噪声 信号 并 且 
人 输出 为 所 需 信 号 估计 的 滤波 器 
那么 , 和 (1) 是 数据 x(; - 7) 的 线性 组 
合 ,其 中 , 7 取 从 - wm 到 om 的 所 有 值 。 估 计 中 的 误差 为 
et) = £(2) -Et) =fD) -xD -| Ma)xGt-ada (9.27) 


现在 需要 确定 滤波 器 的 脉冲 响应 ， 使 误差 信号 在 均 方 检测 上 最 小 化 。 这 可 以 通过 在 
第 9. 2. 1 节 中 讨论 的 正 交 性 原则 的 一 般 化 实现 。 

为 此 ， 我 们 首先 扩展 式 (9.16) 和 式 (9.17) 的 表达 式 得 到 无 穷 求 和 ， 然 后 对 得 
到 的 和 求 极限 ， 将 它们 转化 成 积分 。 它 给 出 了 均 方 误差 为 


e = Ele:(i)] = EL (f(t) -1(i))’] 


= EL(f(:) - [h(a)x(: - a)da)?] (9. 28) 
利用 正 交 定 理 ， 它 是 数据 的 最 小 正 交 误 差 e(i) 。 那 么 
EL(f(1) - [h(a)x(t -a)da)x(t -7)] =0 (9.29) 


利用 期 望 的 线性 特性 ， 我 们 得 到 
ELFCDxGt-r)] = [Ma)E[xGt-a)xGt-r)]da= [Ma)E[xGt-a)]da 


(9. 30) 
即 


Rs(7) = [A(R -ia (9. 31) 


它 被 称 为 Wiener - Hopf 条 件 下 的 最 佳 非 因果 估计 。 因 此 ， 最 佳 非 因 果 渡 波 器 的 脉 
冲 响应 通过 求解 关于 h(t) 的 等 式 (9.31) 可 得 到 。 利 用 变换 对 


R(T) Ps( w) (9. 32) 
R(T7)OP,,(w) (933) 
h(ti)H(w) (9. 34) 
式 (9.31) 的 变换 变 为 
Ps(w) oH(w)Ps(w) (9.35’) 
于 是 ， 最 佳 滤 波 器 的 传输 函数 给 出 为 
H(w) = 9) (9. 36) 


~ P,.(w) 
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它 是 通过 信号 和 数据 的 互 功率 谱 与 反 数 据 的 功率 谱 确定 的 。 传 输 函 数 为 式 (9. 36) 
的 滤波 器 被 称 为 非 因 果 Wiener 滤波 器 。 如 果 时 间 是 实数 ， 那 么 式 (9.36) 定义 的 
响应 不 可 能 实现 ， 只 能 通过 近似 实现 。 
现在 ， 在 最 小 均 方 误差 的 情况 下 ， 对 所 有 的 r+、 误差 e(1) 与 数据 x(t -r) 正 交 。 

因此 , 式 (9.27) 和 式 (9.29) 给 出 

E[ {f(t) -f(t) 1f(2)] =0 (9.37) 
所 以 

E[f(i)f(2)] =E[f] (9. 38) 
然而 ，(9. 28) 给 出 

guin =E[ (£2) -人 Ci)2] =ELR()] -2ELf()f(2)] +E[f(t)] 

利用 式 (9. 38) ， 得 到 


emin = E[f2(1)] - ELf()E()] = Ry(O) - [h(a)Rs(a) da (9. 39) 
利用 式 (7.73) 的 Parseval”s 关系 ， 以 上 的 最 小 误差 能 在 频 域 中 表示 为 
2Emin = 二 [Py(o) do 一 | (w)H(w) dw (9.40) 


当 信 号 f 5 和 噪声 "(t 是 不 相关 时 ，Wiener 滤波 器 的 非常 特殊 的 情况 就 会 发 
生 ， 他 们 被 称 为 是 正 交 的 。 这 种 情况 下 Rs (7) =0 并 且 我 们 有 
Pr.(w) =Pr(ow) (9.41) 
和 
Pi(w) =Pr(wo) +P,,(w) (9.42) 
因此 ， 滤 波 器 所 要 求 的 传输 函数 变 为 
Py(w) 
H(w) Rt) + Pat (9.43) 
最 小 相关 误差 为 
Te Py(w)P,(w) 
Enmin = 77 。 By 4 pe (9.44) 
例 9.1 假设 噪声 是 白 噪声 ， 所 以 
Pu(w) =4 是 一 个 常数 
并 且 已 知 信号 的 频谱 为 
Py(w) = 
然后 ， 假 设 信号 和 噪声 是 非 相关 的 ， 所 以 所 要 求 的 滤波 器 的 传输 函数 通过 式 
(9.43) 给 出 为 
1/4 


1 
ny 1+A(@ +y) w+(l+Ay)/4 
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所 以 
h(t) = 二 exp[ - (1+402)[4] lil 
显然 它 是 非 因 果 的 。 
9.4.2 因果 的 维 纳 滤波 器 
当 信号 的 处 理 是 实时 的 ， 在 当前 时 间 上 ， 仅 过 去 数据 值 是 有 效 的 。 那 么 我 们 需 


要 一 个 信号 了 f(t) 的 估计 f(t)， 它 可 以 通过 数据 x(t -7) 的 线性 组 合 得 到 ， 其 中 7 的 
取 值 是 0 到 w 。 那 么 我 们 需要 一 个 因果 滤波 器 ， 脉 冲 响应 满足 


h(i) =0; ii<0 (9.45) 
上 节 的 分 析 仍 然 有 效 ， 但 是 取代 式 (9. 26) ， 我 们 有 
f(2) = [ax = (9. 46) 


为 了 使 均 方 误差 最 小 ， 我 们 采用 式 (9. 29) 的 正 交 原 理 ， 且 积分 的 下 限 变 为 0， 从 
而 得 到 


E[ (£f(1) -人 h(a)x( -aja =0)] = 0 (9.47) 
所 以 式 (9.31) 等 价 为 一 个 如 下 给 出 的 因果 维 纳 滤波 器 
Rs(7) = [| h(a)Ra(r -a)da 对 于 r >0 (9.48) 


它 是 一 个 Wiener - Hopf 条 件 的 最 优 因果 估计 。 因 为 式 (9.48) 仅仅 对 于 r >0 有 
效 ， 它 不 能 用 与 式 9. 31) 相同 的 方法 解 出 ， 因 为 式 (9.31) 对 所 有 的 7 都 有 效 。 
我 们 不 应 该 去 追求 式 9. 48) 的 解 来 得 到 所 要 求 滤波 器 (1) 。 相 反 ， 我 们 转移 到 
估计 问题 的 离散 时 间 上 ， 这 里 数字 技术 与 模拟 技术 相 比 有 压倒 性 的 优势 。 但 是 ， 在 
这 样 做 之 前 ， 由 于 其 在 通信 系统 中 的 重要 性 ， 一 种 特殊 类 型 的 模拟 处 理 器 被 引入 。 


9.5 匹配 滤波 器 


匹配 滤波 器 是 一 种 重要 且 特 殊 的 处 理 器 :1。 这 种 情况 下 的 最 优 淮 则 与 维 纳 滤 
波 器 的 最 优 准 则 是 不 同 的 。 回 到 式 (9. 23) 我 们 假设 f(t) 是 确定 的 、 已 知 的 , 但 
是 被 加 上 了 加 性 随机 噪声 ， 所 以 收 到 的 信和 号 为 
X(t) =f(t) +v(t) (9.49) 
现在 ,将 数据 x(t) 加 到 一 个 脉冲 响应 为 h(i) 且 传输 函数 为 H(w) 的 滤波 器 上 ， 输 
出 为 随机 信号 
y(t) =X(t) * h(t) =yy(t) +y,(t) (9. 50) 
这 里 
y(t) =f(t) # h(t) (9. 51) 
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它 是 信号 f(t) 产 生 的 输出 信号 的 一 部 分 ,并且 
y(t) =v(t) * h(t) (9. 52) 

它 是 由 于 随机 噪声 v(i) 产 生 的 输出 信号 的 一 部 分 。 在 任何 时 间 r， 信 了 噪 比 在 输出 
处 为 
lys(7)1 

{E[ ly,C7) 1 1} 
现在 需要 确定 滤波 器 的 传输 函数 ， 使 输出 信 品 比 最 大 。 由 f(i) 得 到 的 y(t)， 由 式 
(9.51) 写成 


ys(2) = -1[H(w) *F(w)] = [HC(w)F(w)exp(jwt) do (9.54) 
然而 ， 对 于 由 输入 噪声 产生 的 输出 ， 我 们 有 
E[y2t8)] = 去 [Po) | Rtw) 12du (9.55) 


这 里 Pu(w) 是 平稳 噪声 "(z) 的 功率 谱 。 
现在 ， 考 虑 两 个 函数 


SNR 





(9.53) 


Gi(w) =[Pu(o)] H(w) (9. 56) 
和 
G2(w) -Tp Sap (jo) (9.57) 


所 以 G1(w) G:(w) 的 乘积 是 式 〈9. 54) 的 积分 。 对 G1(w) 和 G2(w) 使 用 Schwartz*s 
不 等 式 !" 2”] ， 我 们 得 到 


十 加 十 吧 2 十 o 
让 F(w)H(w)exp(jot) do | < [, i P,(w) | H(w) 12dm 


(9.58) 
在 以 上 等 式 中 利用 式 (9. 53)， 我 们 得 到 


__%#(7) 1 | (wo)12 
(SNR)? = i | 4) 有 (9.59) 


当 G1(w) 按 比例 等 于 6,* (w) 时 , 式 (9.59) 达到 它 的 最 大 值 031,22] ， 
Gi(w) =cG2 (w) “是 一 个 常数 (9.60) 
或 者 根据 式 (9.56) 和 式 (9. 57) 





[P,(w) J] 2H(w) = TPR ap(ion) (9.61) 
所 以 所 要 求 的 滤波 器 的 传输 函数 为 
Hw) =c Bexp( jd (9.62) 


它 使 SNR 最 大 
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(SNR)2 = 起 广 FO do (9.63) 
在 这 种 特殊 情况 下 ， 白 噪声 为 
Pu(w) =4 其 中 A 为 常数 (9.64) 
并 且 式 (9. 62) 变 为 
H(w) = F"* (w)exp( — jwt) (9.65) 
所 以 
h(t) =4f(7 -1) (9. 66) 
其 中 
(SNR)2.. = sa E(w) [2 
E 
= 地 (9.67) 
或 
E(SNR) ,=(E/A)'? (9.68) 


这 里 , E 是 信和 号 (i) 的 能 量 。 


9.6 离散 时 间 线 性 估计 


考虑 一 个 随机 信号 f(:) ， 在 加 性 噪声 存在 的 情况 下 ， 它 能 够 被 观察 到 。 噪 声 
也 是 随机 信号 v(i) ， 并 且 接 收 到 数据 信号 是 〈 见 图 9. 1) 所 给 的 式 (9.23)。 这 里 
讨论 的 问题 与 9. 4 节 是 完全 相同 的 ， 即 当 可 用 信号 是 x(t) 时 ， 考虑 对 信号 f(t) 的 
估计 。 然 而 我 们 希望 采用 离散 时 间 技术 ， 特 别 是 采用 数字 滤波 器 。 数 字 滤 波 器 需要 
实时 操作 ， 并 且 我 们 仅仅 关注 因果 估计 。 为 了 使 用 离散 时 间 滤 波 器 进行 处 理 ， 我 们 
首先 对 一 个 有 用 信和 号 每 7 秒 进 行 抽样 ， 从 而 产生 一 个 抽样 部 分 x(1)， 那么 式 


(9.23) 变 为 
x(nT) =f(nT) +v(nT) 

简单 起 见 ， 它 写成 

x(n) =f(n) +v(n) (9.70) 
上 式 (9.70) 不 考虑 常数 T。 式 (9.70) 的 符号 
表示 如 图 9.4 所 示 。 
这 组 可 用 数据 是 序列 {x(n)|， 它 被 称 为 随机 时 
间 序 列 。 


fl(n) 


(9. 69 ) 


x(n) 


图 9.4 式 (9.70) 的 符号 表示 
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9.6.1 非 递 归 维 纳 滤波 


我 们 现在 希望 通过 一 个 离散 时 
间 线 性 系统 来 处 理 信 号 x(n), 如 7on 


图 9.5 所 示 ， 它 得 到 一 个 输出 了 

(n) 作 为 信号 x(n) 的 估计 结果 。 

对 系统 的 要 求 是 抑制 噪声 v(n) 的 

影响 。 估 值 器 的 脉冲 响应 序列 为 图 9.5 离散 时 间 线性 估计 

ih(n)}， 这 里 假设 它 是 无 限时 长 

的 ， 我 们 使 用 FIR 滤波 器 进行 处 理 ， 滤 波 器 的 周期 等 于 输入 信和 号 的 抽样 数 。 
考虑 如 图 9. 6 所 示 的 FIR 滤波 器 ， 它 的 传输 函数 为 






离散 时 间 线 
性 估计 量 
(数字 滤波 器 ) 


A 


fn) 


M-1 
H(z) = h(n)ze (9.71) 

n=0 
并 且 滤 波 器 的 输入 是 有 效 信号 x(n)。 假 设 随 机 信号 x(n) 是 (广义) 平稳 的 ， 那么 
(i) EL[x(n)]=”m 一 个 常数 (9.72) 


(ii)RR (n,m) =E[x(n)x(n—m)] 
仅 取决 于 m 的 不 同 。 注 意 在 上 面 定 义 中 ,我 们 用 -m 而 不 是 mm。 此外， 我 们 能 减 
去 均值 %， 就 可 以 假设 这 个 过 程 是 零 均 值 的 。 


现在 ， 如 果 滤 波 器 输出 是 f(n) ， 那 么 


i M-1 
fC(ny = Dh(k)x(n —&k) (9.73) 
k=0 
它 是 接收 信号 x(n - 及) 的 线性 组 合 。 上 面 的 表达 式 能 写成 矩阵 形式 
f(n) =[h(k)]'[x(n)] (9.74) 


x(1—1) x(n—2) x(n—M+1) 





Xx(n) 


h(0) 


fin 
图 9.6 作为 线性 非 递 归 估 值 器 的 FIR 滤波 器 
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这 里 
h(0) 
h(1 
[h(n)]= a (9.75) 
h(CM-1) 
x(n) 
[x(n)]= Se (9.76) 
x(n-M+1) 
因为 理想 滤波 器 的 输出 是 f(n) ， 那 么 估计 中 的 误差 是 
e(n) =f(n) —f(n) (9.77) 


现在 需要 确定 滤波 器 系数 1h(n)| ， 使 误差 信号 在 均 方 值 中 最 小 化 。 这 个 过 程 通过 
9. 2. 2 节 所 概括 的 正 交 性 原理 ， 能 够 很 容易 实现 。 那 么 ， 利 用 式 (9.73) 和 式 
(9.77) ， 得 到 均 方 值 误差 为 


M-1 
s(n) = Ele’(n)] = E[(f(n) - An -Ek))?] (9.78) 
这 里 可 变 参 数 是 滤波 器 系数 h(k) 。 因 此 ， 为 了 使 均 方 误差 最 小 化 ， 考 虑 典型 的 系 
数 h(m) ， 对 式 (9.78) 求 微分 我 们 得 到 
de(n) _ < 
my = 2E[ (f(n) -= x tn md) (9.79) 
为 了 使 a(n) 最 小 化 ， 对 所 有 的 m， 式 (9.79) 的 值 必须 为 零 。 因 此 


M-1 


E[ (f(n) — (Wx(n -Ek))x(n-m)] =0 m=0,1,.…,(M-1) 
=0 


(9. 80) 
这 意味 着 ,误差 信和 号 与 数据 (上面 圆 括号 中 的 ) 是 正 交 的 。 利 用 期 望 算 子 的 线性 
性 质 ， 式 (9. 80) 变 为 


M-1 
E[ (f(n)x(n—-m)]-— 2 OBL kn —k))x(n-m)]=0 (9. 81) 
=0 


假设 平稳 和 联合 平稳 过 程 我 们 能 写成 
E[f(n)x(n—-m)]=Rs(m) (9. 82) 
它 是 f(n) 和 x(n) 的 互相 关 。 并 且 
El[x(n—-k)x(n—-m)]=R,,.(m—k) (9. 83) 


是 过 程 x(n) 的 自 相 关 。 因 此 , 式 (9. 80) 假设 的 正 交 性 原理 表示 成 


M-1 
Rae(m) = Bhan) Rm—h) (9.84) 
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这 里 ， 下 标 “op” 表 示 “ 最 优 ” 。 这 是 一 组 未 知 的 最 佳 滤波 器 系数 h(n) 联 立 的 MM 
个 方程 组 。 已 知 量 是 : (i) 输入 为 x(n) 滤 波 器 的 自 相关 序 列 |R,,(m -k)|} ,并且 
(ii) 期 望 序列 和 滤波 器 输入 序列 的 互相 关 序 列 | Ri (m)}。 式 (9. 84) 的 表示 是 式 
(9.48) 给 出 连续 时 间 因 果 Wiener 滤波 器 的 Wiener - Hopf 条 件 的 离散 版 本 。 

现在 ， 式 (9. 84) 表示 的 M 个 方程 能 写成 矩阵 形式 。 


h,,(0) 
h,(l 
[hop(n)]= a (9. 85) 
hs,(M—-1) 
R;: (1 
[Ra(n)] = 有 (9. 86) 
Rs(M-1) 
注意 ， 对 于 平稳 过 程 x(n) 
Rua(n-m)=R,.(m—n) (9. 87) 
那么 我 们 可 以 写成 
R,.(0) R,,(1) R..(M-1) 
Rl R,.(0) R,.(M-2 
[Rt] SD BRD) RA 区 
R,.(M-1) oe R,.(0) 
它 被 称 为 输入 信号 的 自 相关 和 矩阵 ， 并 且 是 对 称 的 。 因 此 式 (9. 84) 表示 为 
[Ri] =[R,,] [ho,] (9. 89) 


这 里 [hs ] 为 最 优 估 值 器 的 系数 ， 该 最 优 估 值 器 被 称 为 非 递 归 维 纳 滤波 器 。 因 此 ， 
最 佳 滤波 器 系数 矩阵 [ho ] 的 计算 需要 自 相关 和 矩阵 [Rs.] 逆 矩 阵 来 得 到 
[pw]=[Rs]-LRA] 《9. 90) 
然而 ， 自 相关 矩阵 [Rs] 有 很 多 有 用 的 性 质 来 简化 计算 。 主 要 有 以 下 几 方面 轧 ] : 
(i) [Rs] 是 对 角 线 对 称 的 矩阵 。 它 遵从 式 (9. 87) 的 平稳 信号 的 条 件 。 
(ii) [Rs] 是 托 普 利 茨 矩 阵 。 这 意味 着 每 一 条 对 角 线 上 的 数 是 相等 的 。 即 主 
对 角 线 上 的 数 是 相同 的 ， 并 且 任 一 平行 于 主 对 角 线 的 对 角 线 上 的 数 也 是 相同 的 。 
(证 ) [Rs] 是 半 正 定 的 ， 并且 几 乎 总 是 正定 的 。 让 [A] 为 任 一 指数 为 M 的 
列 和 矩阵 并 且 定 义 随机 变量 
a =[Al'[x(n)] 
=[x(n)1'LA4] (9.91) 
这 里 [x(n) ] 是 指数 为 M 的 输入 信和 号 的 列 矩 阵 。ea 的 均 方 值 为 
Elo]=E[L[A]'[x(n)][x(n)]'[A]] 
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=[A]'El[x(n)][x(n)]'I[A] (9.92) 
=[A]'[R,.]L4] 
它 是 一 个 二 次 方程 式 的 表示 ， 并 且 因为 EL oa ] 必 须 是 非 负 的 ， 那么 [R,] 是 半 正 
定 的 。 但 是 在 特殊 情况 下 ， 我 们 总 能 找到 [R。..] 是 正定 的 ， 并 且 因此 非 奇异 。 
现在 ， 回 到 式 (9.78) 的 表示 ， 根 据 最 优 条 件 ， 在 式 (9.78) 中 发 现 估计 误 
差 能 通过 带 入 最 优 滤 波 器 系数 得 到 ， 如 式 (9. 84) 所 给 。 得 到 


M-1 
enin = E[(f(n) — ahs(n — k))f(n)] 


M-1 
= Ry(0) ~- hh) Raln -hk) (9.93) 


=Rr(CO) - [Rs]'[Lh,,] 
根据 式 (9. 89) ， 它 变 为 
emin =Rr(0) - [Rs]'LR,,] [Rs] (9.94) 


9.6.2 采用 最 小 均 方 误差 梯度 算法 的 自 适 应 滤波 


我 们 已 经 证 明 ， 为 了 在 最 小 均 方 情况 下 优化 FIR 滤波 器 系数 ， 我 们 需要 知道 以 
下 信息 : 

(i) 输入 信号 x(z) 的 自 相关 矩阵 [Rs ] ; 

(ii) 期 望 信号 f(n) 和 数据 x(z) 的 互相 关 和 矩阵 [Rx ] 。 

根据 上 述 的 量 ， 我 们 能 利用 式 (9.90) 的 表示 来 计算 最 优 滤波 器 系数 矢量 
Lh,,]。 这 包含 LR, ] 的 逆 ， 然 后， 再 乘 以 [Ris ] 。 虽 和 然 在 M 比较 大 的 情况 下 ， 逆 和 矩 
阵 的 计算 量 很 大 ,但 [R, ] 的 两 两 对 称 和 托 普 利 兹 的 特性 ， 使 计算 大 量 简 化 。 

然而 ， 还 有 一 种 情况 ， 这 里 滤波 器 工作 在 自 相 关 和 矩阵 [R.. ] 和 互相 关 和 矩阵 [Rrz ] 
都 是 未 知 的 情况 下 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 利用 获得 的 直到 时 刻 的 数据 ， 来 估 


算 矩 阵 [R..] 和 [Ra] 的 估计 [R..] 和 [Ra ] ， 之 后 根据 式 (9. 90) ， 利 用 这 个 结果 再 
得 到 滤波 器 系数 。 这 些 相关 的 计算 可 以 利用 7. 5 节 中 FFT 算法 实现 。 然 而 ， 对 于 高 
阶 滤波 器 ， 这 种 方法 不 再 适用 。 由 于 这 个 原因 ， 为 了 提供 另 一 种 方法 计算 [R。] 的 
逆 ， 我 们 寻求 一 种 不 同 的 方法 来 确定 最 佳 滤波 器 系数 的 值 。 然 而 ， 必 须要 强调 的 
是 ,我 们 仍然 在 最 小 均 方 误差 情况 下 寻找 最 优 值 。 

这 个 替代 方法 本 质 是 一 种 迭代 ， 在 滤波 器 设计 中 称 为 自 适应 算法 ， 如 图 9.7 所 
示 ， 它 允许 自动 调整 滤波 器 系数 。 我 们 先 从 系数 向 量 [h] 的 猜测 开始 。 那 么 ， 在 
一 个 确定 的 迭代 过 程 后 系数 被 改变 ， 以 保证 经 历 有 限 长 迭代 后 我 们 可 以 得 到 一 组 足 
够 接近 式 (9. 90) 所 定义 的 最 优 维 纳 解 的 系数 向 量 。 自 然 的， 我 们 可 能 只 能 得 到 
一 个 近似 解 ， 但 是 这 也 是 我 们 为 计算 速度 付出 的 代价 。 

这 里 讨论 的 自 适应 算法 被 称 为 最 小 均 方 误差 (MMS) 算法 , 或 者 最 陡 下 降 法 。 
它 的 应 用 遵循 以 下 过 程 : 
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1. 首先 通过 猜测 ， 确 定 一 个 滤波 器 系数 向 量 [hj]。 

2. 计算 MMS 误差 梯度 向 量 。 这 是 一 个 列 矩 阵 ， 它 的 元 素 等 于 均 方 误差 ae(n) 
对 滤波 器 系数 求 一 阶 导数 。 

3. 该 系数 以 梯度 向 量 的 反方 向 进行 改变 。 

4. 计算 新 的 误差 梯度 向 量 ， 并 且 和 迭代 这 个 过 程 ， 直 到 这 些 梯度 向 量 的 连续 修 
正 使 均 方 误 差 最 小 ， 从 而 达到 系数 [ ae] 的 最 佳 值 。 

我 们 已 经 证 明 ， 不 管 滤波 器 系数 向 量 的 最 初 猜 测 值 是 什么 ， 这 种 最 陡 下 降 法 或 
者 MMS 误差 梯度 算法 可 以 收敛 到 最 优 维 纳 滤波 器 系数 [po ] 。 让 我 们 检查 这 个 梯度 
算法 的 一 些 细节 。 图 9.7 给 出 了 融 人 了 自 适 应 算法 的 FIR 滤波 器 原理 图 。 这 里 假 
设 ， 滤 波 器 系数 是 根据 自 适应 算法 可 调 的 。 
x(n—1) x(n—2) 


x(n—M+2) x(n—M+1) 





x(n) 


fln) 
9.7 融入 自 适应 算法 的 FIR 滤波 器 


自然 的 ， 如 第 5 章 讨论 的 那样 ， 滤 波 器 的 实现 包括 算法 能 够 合理 地 以 软件 形式 实 
现 。 滤 波 器 在 时 间 上 的 系数 被 表示 为 

h(0,n),h(l,n),h(2,n),.…,h(M-1,n) (9.95) 
在 自 适 应 滤波 器 中 ， 两 个 处 理 过 程 将 会 发 生 。 第 一 个 是 过 程 称 为 适应 ， 或 者 根据 算 
法 自动 调整 滤波 器 系数 。 第 二 个 过 程 是 滤波 过 程 ， 由 在 自 适 应 过 程 中 得 到 的 一 组 系 
数 计算 输出 信号 的 结果 。 在 第 二 个 过 程 中 ， 一 个 所 需 的 响应 被 馈送 到 自 适 应 算法 ， 
以 提供 用 于 调节 系数 值 的 指导 。 在 时 间 m， 滤 波 器 的 输出 为 


x M-1 
f(n) = Dh(k,n)x(n—k) (9. 96) 
k=0 
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它 是 相对 于 所 需 响 应 产生 的 一 个 误差 信号 


e(n) =f(n) -f(n) (9.97) 
自 适应 算法 的 设计 使 它 能 够 采用 误差 信号 e(n) 产生 滤波 器 系数 的 修正 ， 使 这 些 系 
数 逼近 式 〈9. 90) 所 定义 的 最 优 维 纳 解 。 根 据 式 (9. 79) ， 误 差 信和 号 对 典型 系数 为 
有 (nm) 的 导数 可 以 表示 为 


Be = -2E[Le(n)x(n -hk)] = -2R(h) k=0,1,2,. (9.98) 


这 里 R,(n) 是 误差 信号 和 在 % 点 输入 的 互相 关 。 式 (9. 98) 在 误差 最 小 点 处 应 能 
达到 零 值 。 定 义 误差 梯度 向 量 为 

de(n)/ah(0,n) 
de(n)/ah(l1,n) 


V(n) = (9.99) 
de(n)/ah(M-1,n) 
式 (9.98) 能 写成 
V(n) = -2E{e(n)[x(n)]} (9. 100) 
这 里 
xX(n) 
[x(n)] = Re (9. 101) 
x(n-M+1) 
并 且 ， 让 滤波 器 系数 在 时 间 n 处 被 表示 为 
h(0,n) 
Lh(n)]= ey (9. 102) 
h(M-1,n) 


我 们 现在 陈述 梯度 最 陡 下 降 ) 算法 。 在 时 间 (n+1) 的 更 新 的 系数 矩阵 通过 下 
式 得 到 


Wd + 3 -总 而 (9. 103) 


这 里 凡是 一 个 正 数 ， 它 确定 修正 的 步 长 。 直 观 的 ， 式 (9. 103) 应 该 最 终 产生 最 佳 
维 纳 的 解 ， 因 为 滤波 器 的 系数 在 MMS 误差 梯度 的 相反 方向 上 被 改变 。 将 式 
(9. 100) 带 入 式 (9. 103) 得 到 
[h(n+1)] =[h(n)] +uEle(n)x(n)] =[h(n)] +u[L Ros(n)] (9.104) 
于 是 ， 通 过 将 校正 值 应 用 在 误差 信号 e(n) 和 输入 向 量 [x(n) ] 间 jw 次， 来 更 新 系数 
向 量 。 因 此 控制 修正 值 的 大 小 ， 称 为 步 长 参数 。 误 差 信号 为 
e(n) =f(n) —[x(n)]'[Lh(n)] (9. 105) 
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式 (9.104) 和 式 (9. 105) 一 起 定义 了 MMS 误差 梯度 (最 陡 下 降 ) 算法 。 为 了 完 
成 自 适应 滤波 ,算法 从 [h(n) ] 的 初始 估计 开始 ， 它 经 常 取 的 是 零 序 列 ， 即 我 们 从 
滤波 器 系数 为 零 开始 迭代 。 根 据 该 算法 ， 系 数 不 断 被 更 新 ， 从 而 得 到 [h(1)]， 
LR( 2 1 s sams 直到 得 到 式 (9. 90) 所 定义 的 最 优 维 纳 解 。 


9.6.3 最 小 均 方 误差 梯度 算法 


现在 ， 最 陡 下 降 (MMS) 梯度 算法 的 主要 缺点 在 于 ， 在 迭代 过 程 的 每 个 步骤 
中 ， 梯 度 向 量 的 精确 测量 是 必需 的 。 这 是 不 现实 的 ， 我 们 需要 一 个 算法 ， 能 够 从 可 
用 的 数据 中 推导 梯度 向 量 的 估计 。 它 能 够 通过 最 小 均 方 (LMS) 误差 梯度 算法 得 
到 。 它 的 优点 是 : 它 简 单 易 行 ， 不 需要 求 首 矩阵， 并 且 它 不 需要 自 相 关 求解 。 

取代 式 (9. 100) 中 使 用 预期 值 进行 梯度 向 量 计算 ，LMS 算法 基于 输入 [x 
(n) ] 和 误差 e(n) 抽 样 值 对 向 量 进行 瞬时 估计 。 根 据 式 (9. 100) ， 梯 度 向 量 的 瞬时 
估计 是 

V(n) = -2e(n)[x(n)] (9. 106) 

这 样 的 估计 显然 是 无 偏 的 ， 因 为 它 的 期 望 值 与 式 (9. 100) 的 值 相同 。 在 LMS 算法 
中 ， 滤 波 器 系数 是 根据 以 下 关系 沿 着 梯度 向 量 估 计 的 方向 被 改变 的 


[h(n+1)] =[h(n)] + 二 2[ -Vn)] =[h(n)] t+pe(n)[x(n)] (9.107) 


它 比 式 (9. 104) 更 加 简单 ， 因 为 需要 的 只 有 数据 [x(n) ] ， 不 需要 互相 关 估 计 。 
误差 信号 仍 是 式 (9. 105) 所 定义 的 。 

那么 自 适应 滤波 过 程 与 最 陡 下 降 算法 是 相似 的 。 首 先 我 们 开始 在 n=0 时 初始 
化 系数 值 ， 它 们 的 初始 值 都 可 以 设 为 零 。 

在 任意 时 间 n， 系 数 被 更 新 如 下 : 

(a) 根据 [h(n)]， 输入 向 量 [x(n)] 和 期 望 的 响应 f(n)， 我 们 计算 误差 信 
号 为 

e(n) =f(n) —- [x(n)]'[Lh(n)] (9. 108) 

(b) 根据 式 (9. 107) 得 到 新 的 估计 [h(n+1)]。 

(ec) 时间 指 数 n 是 每 次 递增 数 为 1， 并 且 过 程 被 迭代 ， 直 到 一 个 稳定 状态 。 

然而 ,需要 注意 的 是 ，LMS 算法 仅仅 提供 一 个 对 最 优 维 纳 解 的 近似 。 并 且 ， 
它 绕 过 式 (9. 99) 中 均 方 误差 梯度 向 量 估 计 固 有 的 难度 ， 基 本 上 是 由 时 间 平 均 取 
代 总 体 均 值 。 此 外 ，LMS 算法 已 被 证 明 能 够 运行 在 一 个 缓慢 变化 的 非 平稳 环境 中 。 


9.7 自 适应 IIR 滤波 器 和 系统 建 模 


我 们 已 经 观察 到 ， 线 性 估计 和 系统 建 模 的 问题 ， 基 本 上 ， 有 相同 的 解决 方案 。 
在 我 们 对 线性 估计 的 讨论 中 ， 我 们 都 集中 在 使 用 相关 自 适 应 算法 的 FIR 滤波 器 的 使 
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用 上 。 我 们 现在 考虑 使 用 IR 滤波 器 解决 相同 的 问题 ， 但 是 这 个 构想 改变 为 对 一 个 
未 知 线性 系统 进行 建 模 。 


fln) 





x(n) 


误差 、 
fn)-fn) 


9. 8 IIR 滤波 器 的 系统 模型 


参考 图 9.8 ， 它 是 图 9. 2 的 离散 部 分 ， 给 定 一 个 未 知 系统 ， 它 的 输入 是 x(n)， 
取 一 组 输出 f(n) 作 为 测量 值 。 现 在 需要 设计 一 个 IR 滤波 模型 ， 它 是 一 个 未 知 系 
统 ,，f(n) 为 它 的 理想 响应 。 
一 个 可 能 的 IHR 模型 有 一 个 如 下 表述 的 传输 函数 
1 


天 准 辣 一 一 外 一 一 (9. 109) 
1+ Yb” 
r=1 
对 应 差分 方程 形式 
~ N ~ 
fl(n) = x(n) - bf) (9. 110) 


以 上 的 表示 可 以 描述 一 个 系统 ， 它 在 时 间 n 的 输出 采样 回归 到 N 个 过 去 的 采样 点 。 
那么 , 式 (9. 109) 描述 的 模型 被 称 为 自 回 归 (AR) 模型 。 
系统 建 模 可 以 通过 一 个 更 为 一 般 的 最 小 相位 传输 函数 IIR 滤波 器 来 描述 : 


C= 人 (9.111) 
这 里 P (z-!) 的 零点 全 在 z 平 面 的 单位 圆 内 。 对 这 样 的 函数 ， 它 可 以 写成 
1/P(z1)=1+ 了。 (9. 112) 
所 以 加 
下 (9. 113) 


对 
(1 十 互 2 十 Zs) 
并 且 ， 有 一 种 情况 能 看 成 式 (9. 109) 所 描述 那 种 情况 。 现 在 ， 最 一 般 的 IIR 传输 
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函数 的 形式 为 
M 
2 > 本 二 
H(z) = = 一 全 一 一 (9.114) 
1+ Tbs” 


并 且 没 有 最 小 相位 类 型 的 限制 。 它 包含 自 回归 (AR) 模型 相对 应 的 因子 [1/Q 
(z-!) ] 以 及 对 应 滑动 平均 模型 的 系数 Pun(z-!) 。 因 此 ， 式 (9.114) 所 描述 的 模型 
被 称 为 滑动 平均 的 自 回归 或 者 ARMA 模型 。 这 种 模型 能 够 结合 梯度 算法 用 于 自 适 
应 滤波 和 系统 建 模 。 在 这 种 情况 下 系统 建 模 的 均 方 误差 为 
N-1 
ln) = 方 忆 [Km) -Hn) (9.115) 
它 能 够 利用 梯度 算法 最 小 化 。 得 到 误差 梯度 为 


N- 
站 = 多 An) -Nn)] MA 





Yr osr<Mm (9. 116) 
N-1 
A = 育 卫 Un) -Kn)] An) ll<r<N 
这 里 
am _ /sv, dfn-r) 
ee x(n—r) 之 汉 oe 
9 | 和 
a = An 2 (9. 117) 
通过 上 面 式 (9. 117) 的 实现 ， 我 们 注意 到 
fln) = 翅 HX() dz (9. 118) 
所 以 
= 1 fon-ls-r Kz) 
i 
Pa gn- zr HAz)X(z) 
ab. 27 训 Br OC) dz (9. 119) 


因此 ， 我 们 通过 将 x(n) 和 f(n) 用 于 传输 函数 为 /Qn(z-!) 的 滤波 器 ， 能够 最 终 得 
到 梯度 函数 。 

梯度 算法 应 用 过 程 中 的 必需 步骤 与 那些 在 FIR 滤波 器 中 进行 的 讨论 是 类 似 的 。 
因此 ， 滤 波 器 系数 首先 被 初始 化 ， 然 后 它们 将 在 误差 梯度 的 相反 方向 上 被 改变 。 该 
过 程 的 迭代 中 ， 通 过 对 梯度 的 逐次 修正 ， 使 系数 值 在 理想 系统 输出 和 它 的 模型 中 使 
均 方 误差 最 小 化 。 但 是 ， 这 里 还 有 其 他 的 算法 特别 适合 自 适应 IIR 滤波 器 。 这 些 技 
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术 的 进一步 讨论 可 以 在 参考 文献 [1 中 找到 。 
9.8 ” 自 适 应 滤波 器 的 一 个 应 用 : 卫星 语音 传播 信号 的 回声 消除 器 


自 适应 滤波 器 的 应 用 非常 广泛 ， 特 别 是 在 电信 行业 中 。 前 面 所 讨论 的 系统 建 模 
可 以 认为 是 自 适应 滤波 器 和 相关 算法 应 用 的 一 个 广泛 类 别 。 作 为 进一步 的 应 用 ， 我 
们 现在 讨论 电话 线路 中 的 回声 消除 。 

对 于 图 9. 9， 两 个 扬声器 之 间 电 话 线 的 传输 线路 使 用 了 四 线 和 两 线 网 络 。 在 每 
一 个 终端 节点 ， 两 种 类 型 网 络 受到 混合 变压器 的 影响 ， 这 些 变压器 主要 用 于 四 线 和 
两 线 之 间 的 传输 转换 。 这 种 混合 方式 ， 失 配 和 非 理想 性 的 发 生 会 产生 反射 回 至 扬 声 
器 端的 回声 信号。 

对 于 远 距 离 传 输 应 用 ,例如 卫星 应 用 ， 主 观 上 讲 ， 这 是 一 个 令 人 讨厌 的 特性 。 
特别 的 ， 人 造 卫 星 的 高 度 会 导致 270ms 的 延迟 出 现在 每 条 四 线路 径 上 。 理 想 的 情 
况 是 ， 从 扬声器 4 上 的 声音 沿 着 路 径 4 到 混合 B， 并 将 其 转换 为 一 个 两 线 连 接 。 然 
而 ， 由 于 混合 的 不 匹配 ， 一 些 语 音 的 能 量 返回 到 扬声器 端 ， 并 且 本 身 能 够 被 听 到 。 
这 就 造成 一 种 现象 ， 在 扬声器 4 开始 说 话 后 的 540ms 回声 产生 了 。 使 用 回声 消除 
器 是 一 种 可 行 的 方法 ， 如 图 9. 10 所 示 。 每 个 回声 消除 器 的 功能 是 估计 回声 ， 并 从 
它 的 返回 信号 中 减 去 它 。 自 然 的 ， 如 果 这 种 传输 路 径 被 用 于 数字 模型 上 ， 将 使 用 
A-D 和 D-A 转 换 器 。 


扬声器 扬声器 
A B 





路 径 B 
图 9.9 使 用 卫星 传输 的 电话 交谈 
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Cg 


CS 


路 径 B 
图 9.10 在 图 9.9 网 络 中 使 用 回声 消除 器 


9.9 人 小结 


， 本章 主要 通过 线性 系统 来 讨论 随机 信号 过 程 ， 重 点 研究 了 数字 设计 方法 。 目 前 
数字 设计 方法 已 经 广泛 用 于 自 适 应 滤波 、 系 统 建 模 、 线 性 估计 和 预测 上 。 章 节 末 尾 
总 结 了 自 适应 滤波 器 在 卫星 语音 信号 系统 传输 中 的 应 用 。 





在 科学 上 ， 真 正 的 天 才 是 发 明 新 方法 的 人 。 然 而 ， 新 型 的 发 明 经 常 是 由 他 的 继 
任 者 完成 的 ， 他 能 够 以 新 鲜 的 活力 去 实施 这 种 方法 ， 而 不 会 被 完善 它 的 人 所 削弱 。 


对 他 们 的 工作 来 说 ， 后 者 的 思维 能 力 和 前 者 一 样 重要 ， 但 是 杰出 性 的 要 求 不 如 对 前 
者 的 要 求 那样 高 。 


伯 特 兰 . 罗素 
人 文教 育 中 科学 的 地 位 


10 MOS 品 体 管 与 集成 电路 工艺 


10.1 绪论 


这 章 介绍 了 金属 氧化 物 半导体 ( MOS) 晶体 管 2-*] 的 工作 原理 ，MOS 晶体 
管 以 及 集成 电路 的 制造 工艺 ， 介 绍 了 关于 PN 结 和 基本 晶体 管 工作 原理 等 与 器 件 物 
理 有 关 的 知识 。 本 章 从 回顾 MOS 晶体 管 的 工作 方程 和 介绍 互补 CMOS 电路 开始 。 
然后 描述 了 MOS 器 件 的 制造 工艺 ， 对 工艺 的 描述 有 助 于 理解 在 信和 号 处 理 中 使 用 的 
集成 电路 的 局 限 性 与 性 能 参数 。 集 成 电路 的 版 图 规则 和 面积 要 求 也 得 到 了 讨论 ， 本 
章 以 MOSFET 的 噪声 作为 最 后 的 讨论 点 。 


10.2 MOS 晶体 管 


图 10. 1 为 N 沟 道 增强 型 MOS 场 效 应 晶体 管 的 物理 结构 ， 这 种 器 件 以 单 晶 硅 元 
组 成 的 P 型 半导体 为 衬 底 ， 重 掺 杂 的 N:* 区 分 别 组 成 源 区 和 漏 区 ， 衬 底 上 生长 的 薄 
二 氧化 硅 (Si0,) 层 跨 接 在 源 区 和 漏 区 ， 用 金属 分 别 连接 源 、 漏 、 顶 和 衬 底 区 形 
成 电极 ， 在 硅 栅 工艺 中 ， 顶 极 可 以 由 多 晶 硅 做 成 ， 栅 极 中 由 二 氧化 硅 组 成 的 氧化 层 
导致 栅 极 的 电流 非常 小 (=10- ”=A)。 

正常 工作 中 ，MOS 晶体 管 的 源 极 、 漏 极 和 衬 底 之 间 分 别 形成 的 PN 结 都 必须 处 
于 反 偏 状态 ， 通 常情 况 下 漏 极 电压 会 大 于 源 极 电压 ， 如 果 衬 底 与 源 极 直接 相连 ， 上 
文 所 提 到 的 两 个 PN 结 也 必须 处 于 反 偏 状态 ， 在 以 上 的 假定 条 件 下 ， 下 面 将 考察 衬 
底 的 影响 。 


10. 2.1 工作 条 件 


1. 当 wcs =0 时 ， 源 极 与 衬 底 以 及 漏 极 与 衬 底 之 间 形 成 了 连 个 背靠背 的 二 极 管 ， 
由 于 沟 道 电阻 达到 10”Q， 源 极 与 漏 极 之 间 没 有 电流 流 过 。 

2. 当 vcs =0 时 ， 如 图 10.2 所 示 ， 衬 底 靠近 栅 区 的 自由 空 穴 受到 排斥 形成 一 个 
负电 荷 带 ， 进 而 形成 耗 尽 区 。 同 时 ， 正 电压 vecs 将 源 、 漏 N “区 的 电子 吸引 到 靠近 
栅 极 的 一 面 ， 因 此 ， 如 果 在 漏 极 与 源 极 之 间 加 一 电压 ， 通 过 感应 沟 道 ( 耗 尽 区 )， 
电流 在 源 极 和 漏 极 之 间 流 动 ，N 沟 道 通过 源 极 和 漏 极 之 间 靠 近 栅 极 的 N 型 区 反 型 
而 形成 ， 因 此 ， 沟 道 也 称 为 反 型 层 ， 相 应 结构 称 为 N 沟 道 晶体 管 或 者 NMOS 晶 
体 管 。 
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金属 
G ( 门 极 ) D ( 漏 极 ) 





B (Body) 
a) 


妃 








图 10.1 增强 型 MOS 场 效应 晶体 管 
a) 剖面 图 b) 俯视 图 





图 10.2 增强 型 NMOS 器 件 : N 沟 道 的 应 用 ， 提 供 一 个 ves > V 的 正 电 压 
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正好 使 得 导电 沟 道 形成 的 电压 vcs 的 值 称 为 阐 值 电压 V.， 这 个 电压 的 大 小 由 制 
造 工 艺 决定 。 

3. 当 wcs > 不 时， 形成 了 N 沟 道 ， 电 压 wps 和 电流 证 之 间 的 特性 曲线 如 图 10. 3 
所 示 ， 此 图 中 vps 在 0 ~0.2V 之 间 ， 从 图 10. 3 中 可 以 看 出 ， 当 vcs > V, 时 ， 导 电 沟 
道 逐 渐 增 强 ， 这 也 是 这 种 器 件 被 称 为 增强 型 MOSFET 的 原因 。 


ip(mA) 













ves=9V 


ves=7V 


0.5 
ves=5Y 


ves=3V 
vos <1V (=V) 
vps (V) 


iD—vDs 


图 10.3 MOS 管 的 记 -vps 特 性 : 及 =1V 下 不 同 的 vcs 


4. 同样 在 vcs > 太 的 情况 下 ， 如 果 "ps 比较 大 ,在 N 沟 道上 就 会 形成 一 个 从 源 
极 到 漏 极 的 电压 梯度 ， 在 这 个 沟 道 中 的 每 点 的 vcs -vps 也 就 不 同 ， 因 此 ， 形 成 一 个 
如 图 10.4 所 示 的 锥 形 沟 道 ， 在 vcs -vps 等 于 V 的 地 方 ， 沟 道 的 深度 为 0， 又 称 为 
沟 道 被 夹 断 ， 如 果 vps 继 续 增 大 ， 沟 道 形状 不 受 影响 ， 夹 断 以 后 ， 器 件 进 入 饱和 区 ， 





10.4 ?yps 的 增 大 对 沟 道 形状 的 影响 
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相应 的 电压 vps 和 电流 如 之 间 的 特性 曲线 如 图 10.5 所 示 。 图 10. 6 描述 了 NMOS 器 
件 的 电路 符号 。 


ip 


ls se 


Ss S 
vyDs 
0 VDS.sat a) b) 





图 10.5 增强 型 NMOS 晶体 管 的 特性 (ves > 下) ”图 10.6 NMOS 场 效应 晶体 管 的 符号 
a) 表示 出 衬 底 b) B 接 S 时 的 符号 表示 
对 MOS 晶体 管 的 传输 特性 定量 分 析 如 下 : 
当 
vcs <V, (10.1) 
时 ， 器 件 处 于 截止 状态 ， 了 指 的 是 器 件 的 阔 值 电压 。 
器 件 要 工作 在 线性 区 ， 必 须 满足 : 


dus 这 区 (10.2) 
当 保 持 恰好 形成 沟 道 所 需 的 较 小 的 wps 时， 也 就 是 
ER (10.3) 
或 者 写作 
Vcp =Vcs +VSD =Ves — Vps (10.4) 
得 到 : 
vps <vcs — VV (10:5) 
在 这 个 工作 区 域 ， 得 到 一 个 近似 的 表达 式 为 
ip =K[2(ves 一 及 )zps -vbs] (10. 6) 
在 这 里 
Rd (10.7) 


式 中 ,jy 为 感应 沟 道 的 电子 迁移 率 ; Cu 是 顶 区 到 衬 底 的 单位 面积 的 氧化 电容 。 


C =- 玫 (10.8) 


bos 


式 中 ，C。、tox 分 别 是 氧化 物 的 介 电 常 数 和 厚度 ; L 是 沟 道 长 度 ; W 是 沟 道 宽度 ; 
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了 Cu 是 一 个 与 制造 工艺 有 关 的 常数 ， 因 此 开 是 一 个 与 W/L 比率 有 关 的 一 个 参 


数 ， 跨 导 参 数 K' 定 义 为 

天 =AnCu 
因此 

K=K'(W/L)/2 
在 线性 区 ， 由 于 vps 比较 小 ， 因 此 忽略 由 s 以 后 ， 得 到 
i ~2K(ves — Vi ) vps 
整个 传输 特性 就 像 一 个 电压 控制 的 线性 电阻 ， 数 值 为 
rps =vps/ip =1/L2K(ves —V)] 


是 由 vcs 控制 的 。 
在 饱和 区 的 时 候 必须 满足 以 下 条 件 : 
vcs 宇 V 
同时 
vep VV 
即 


vps vos — Vi 
在 不 同 vcs 的 情况 下 ， 这 三 个 区 的 工作 情况 如 图 10.7 所 示 。 


ip(mA) 










vGs= 10V 


vos= 8V 


TGS 三 6V 
TGS < 2V (= V)) 


vps(V) 
0 5 10 15 20 


图 10.7 NMOS 场 效 应 晶体 管 的 典型 ip -vps 曲 线 〈w =2V) 


(10.9) 


(10. 10) 


(10. 11) 


《10,.12) 


(10. 13) 


(10. 14) 


(10. 15) 


从 式 (10.5) 和 式 (10.15) 可 以 看 出 ， 器 件 工作 在 饱和 区 和 线性 区 的 边界 条 


件 是 
vps =Ves — Vt 
将 上 述 公式 替代 式 (10.6) ， 得 到 饱和 区 的 方程 为 
ip=K(Ves — Ve) 


(10. 16) 


(10. 17) 


上 式 与 vps 无 关 ， 如 图 10. 8 所 示 ， 在 饱和 区 ， 器 件 的 特性 表现 为 受 电压 vcs 控 
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制 的 理想 电压 控制 电流 源 ， 这 种 控制 呈现 出 非 线 性 ( 见 图 10. 8a) ，N 沟 道 型 器 件 
饱和 区 的 大 信号 等 效 模型 见 图 10. 8b。 


ip (mA) 





b) 


10. 8 增强 型 NMOS 场 效应 晶体 管 的 饱和 区 
a) 训 -Vos 特 性 b) 大 信号 等 效 电路 


10. 2.2 跨 导 


对 于 饱和 区 的 MOSFET， 在 考虑 到 vcs 包 含 直流 偏 置 Yes 和 交流 输入 信和 号 的 
情况 下 , 式 (10.17) 为 
ip =K(Ves +om — V.)? 
=K(Ves —V)? +2K( Ves -Vi)vo, + Ko, (10. 18) 
第 一 项 为 直流 项 或 者 静态 项 ， 在 小 信和 号 的 工作 情况 下 ， 忽 略 二 次 项 得 到 小 信和 号 
电流 为 
ig =2K( Ves — V) ve (10. 19) 
MOSFET 的 跨 导 为 


ga = =2K( Ves 一 的) (10. 20) 
Vgs 
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利用 式 (10.7) 中 天 的 表达 式 ， 得 到 : 








gm = (WnCor) (W/L) (Ves —V.) (10. 21) 
更 具体 来 说 : 
六 
榴 沁 本 加 (10. 22) 
对 于 直流 电流 hp， 可 以 表示 为 
DD=K(Vos -VV.)? (10. 23) 


应 用 式 (10.20) 和 式 (10. 21) g 可 以 蔡 代 为 
Bm = Vn Cor W/L) TD 
= V2K'( W/L) TS 
=2 /RD (10. 24) 
10.2.3 沟 道 长 度 调制 效应 


如 图 10.7 所 示 为 MOSFET 理想 化 的 饱和 区 行为 模型 ， 假 定 在 沟 道 夹 断 以 后 ， 
继续 增 大 源 极 与 漏 极 之 间 的 电压 对 沟 道 的 有 效 长 度 没 有 影响 而 得 到 的 ， 饱 和 区 对 应 
的 特性 曲线 如 图 10. 7 所 示 的 平行 线 部 分 ， 此 时 ， 器 件 的 输出 阻抗 为 
OvDs 
dip 

输出 阻抗 为 一 个 无 限 的 数值 。 然 而 ， 在 实际 中 ， 增 大 vps， 当 超过 vps,sat 时 ， 
沟 道 的 有 效 长 度 会 降低 ， 这 种 情况 就 是 所 说 的 沟 道 长 度 调制 效应 ， 从 式 (10.7) 
中 可 以 发 现 , 天 与 沟 道 的 长 度 成 反比 例 的 关系 ， 如 图 10.9 所 示 ， 在 沟 道 长 度 调制 
效应 的 影响 下 ， 训 随 着 vps 的 增 大 而 呈 曲 线 增 大 ，ip 对 vps 的 线性 依赖 关系 可 以 通 
过 乘 一 个 因子 1 + Avps 来 反映 。 从 而 得 到 

ip=K(ves -及 ) (1 +Avps) (10. 26) 





Toutsat 一 


(10. 25 ) 


依据 图 10. 9 得 到 
X= (C10.27) 
式 中 ,A 入 为 一 个 器 件 参数 ， 称 为 沟 道 调制 参数 ; Vs 是 尔 利 电压 。 
按照 式 (10.26) 的 结果 ， 扣 作 的 移出 机 因为 一 个 看 限 娄 全 ， 且 其 大 小 为 


= Oip ,ges = 常数 


es (Ves -VV.)? (10. 28) 
简化 为 
[ 兰 1/XA7p 
兰 训 7 而 (10. 29) 


式 中 ， 万 为 特定 电压 Yes 的 下 的 漏 极 电流 值 。 另 一 个 替代 的 描述 是 


10 MOS 晶体 管 与 集成 电路 工艺 241 








Bds 三 So =1/r, 
=ID/(1 +AVDs) (10. 30) 


也 称 为 小 信号 沟 道 电导 。 





图 10.9 饱和 区 的 MOS 场 效 应 晶体 管 有 限 输 出 阻抗 的 影响 
a) 特性 b) 大 信号 等 效 电路 


10. 2.4 PMOS 晶体 管 和 CMOS 电路 bi > 
在 N 型 衬 底 上 分 别 产生 出 P* 源 极 和 漏 |es Go 

极 ， 这 样 生产 出 来 的 MOS 晶体 管 能 够 形成 P | 

型 沟 道 ， 这 种 器 件 的 工作 情况 与 NMOS 类 似 ， 8 

但 是 阔 值 电压 内 和 从 都 是 负 值 ， 这 种 器 件 叫 了 


做 PMOS 晶体 管 ， 符 号 如 图 10. 10 所 示 ， 这 
OS 应 晶 
入 器件 的 最 大 用 处 是 和 NMOS 蝇 体 管 一 起 构 。) 上 并 SH 的 人 和 


成 互补 CMOS 电路 ， 如 图 10. 11 所 示 。 
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PMOS 器 件 NMOS 器 件 





图 10.11 CMOS 电路 的 剖面 图 


10.2.5 耗 尽 型 MOSFET 
这 种 器 件 与 增强 型 器 件 在 结构 上 基本 近 


D D 
似 ， 两 者 之 间 最 大 的 差别 在 于 : 耗 尽 型 MOSFET 
通过 注入 产生 沟 道 ， 而 不 是 通过 上 述 电学 方法 来 
产生 沟 道 ， 加 一 个 正 电 压 vcs ， 就 耗 尽 沟 道 的 电 i 和 
ny S 
a) b) 


荷载 流 子 ， 因 此 ，N 型 耗 尽 型 MOSFET 的 电路 符 
号 如 图 10. 12 所 示 。 


10.3 集成 电路 制造 工艺 图 10.12 耗 尽 型 NMOS 场 效 应 晶体 管 
a) 表示 出 衬 底 b) B 接 5 时 的 简化 符号 表示 
集成 电路 的 所 有 的 非 理 想 因素 都 起 源 于 器 
件 的 制造 工艺 ， 因 此 ， 合理 地 掌握 制造 工艺 有 助 于 减少 非 理想 型 因素 的 影响 。 在 这 
节 将 主要 讨论 MOS 集成 电路 的 制造 工艺 。 
MOS 晶体 管 及 其 由 这 些 晶体 管 组 成 的 大 规模 集成 电路 的 基本 工艺 步骤 如 下 : 
(a) 扩散 和 离子 注入 
(b) 氧化 
(c) 光 刻 
(d) 化 学 气相 淀 积 
(e) 金属 化 
这 些 步骤 都 在 准备 好 的 硅 唱 上 进行 。 上 述 为 这 些 步骤 的 简要 概括 ， 下 面 将 分 步 
又 讨论 。 


10.3.1 晶 圆 制备 


硅 工艺 的 基本 步骤 从 一 个 具有 合适 导电 性 和 挫 杂 的 单 晶 硅 圆 开始 ， 硅 生长 以 被 
称 为 半导体 级 硅 的 高 纯度 多 唱 硅 为 材料 ， 这 种 多 晶 硅 的 摊 杂 浓度 少 于 十 亿 分 之 一 ， 
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硅 的 原子 数目 通常 是 5 x10”atoms/cm ， 电 阻 率 与 相应 的 杂质 失 杂 浓度 有 关 ， 如 果 
杂质 是 受 子 类 型 ， 电 阻 率 大 约 是 3000cm。 实 际 上 ， 多 晶 硅 的 挫 杂 杂质 浓度 降 至 百 
亿 分 之 一 也 是 可 能 的 。 

直径 约 为 10 ~15cm， 长 度 1m 的 半导体 级 硅 可 以 通过 生长 单 晶 锭 的 形式 得 到 。 
一 个 晶体 的 晶 面 也 是 沿 着 硅 锭 的 长 度 方向 生长 。 然 后 硅 锭 的 上 下 两 端 被 切 掉 ， 使 硅 
锭 表面 平整 ， 以 使 硅 锭 表面 具有 固定 而 精确 的 直径 。 接 下 来 就 是 硅 锭 切片 生产 唱 
圆 ， 品 圆 的 厚度 约 为 0.5 ~1. 0mm。 接 下 来 是 对 唱 圆 的 抛光 和 清洗 ， 该 过 程 是 消除 
唱 圆 的 生产 过 程 中 的 损伤 ， 以 产生 一 个 高 度 平坦 的 平面 。 这 是 良好 的 线性 器 件 几 何 
构 型 所 必需 的 ， 也 是 提高 两 个 表面 的 平行 度 以 进行 光 刻 所 必需 的 。 通 常 ， 唱 圆 的 一 
面 要 求 镜面 一 样 光 滑 ， 同 时 另 一 面 只 需 达 到 一 个 可 以 接受 的 平坦 度 即 可 。 


10. 3.2 扩散 和 离子 注入 


扩散 是 一 个 过 程 ， 也 就 是 说 在 硅 圆 表面 掺 杂 杂 质 。 最 常用 的 方法 是 蔡 位 式 摊 杂 
法 。 这 是 因为 硅 原 子 之 间 的 间隙 太 大 ， 可 以 容纳 杂质 ， 因 此 杂质 可 以 进入 硅 唱 体 结 
构 的 唯一 途径 是 用 杂质 来 取代 硅 原 子 。 施 主 类 型 杂质 有 磷 、 砷 和 匀 ， 同 时 实际 中 唯 
一 的 受 主 类 型 杂质 是 硼 。 

非 理 想 唱 体 中 存在 的 空 穴 是 扩散 过 程 的 一 个 必需 条 件 ， 空 穴 在 晶体 的 表面 或 者 
内 部 产生 ， 密 度 随 着 温度 的 上 升 而 增加 ， 扩 散 过 程 通过 由 浓度 梯度 引起 的 原子 流动 
而 完成 ,衡量 粒 子 流 的 参数 与 浓度 梯度 成 比例 ， 表 达 式 如 下 : 


re- (10. 31) 


这 里 , 五 表示 每 秒 中 单位 面积 原子 流 的 比率 ， 微 分 代表 浓度 梯度 ; D 为 扩散 系 
数 。 扩 散 率 服从 以 下 表达 式 : 
oN_ _9F 
0y 0y 
联 立 式 (10. 31) 与 式 (10. 32)， 得 到 


ao Ei (10.33) 


受 边 界 条 件 的 限定 ， 上 述 方程 的 解 表示 扩散 粒子 N(y,i) 的 分 配 情况 ， 根 据 选 
用 扩散 剂 的 类 型 ， 具 体 情况 如 下 : 

有 两 种 典型 的 扩散 。 第 一 种 扩散 发 生 在 表面 浓度 为 常量 或 者 有 限 源 的 情况 下 ， 
这 种 扩散 称 为 淀 积 扩散 。 此 时 ， 硅 表面 的 扩散 浓度 假定 为 常量 N(0,i) = No; 另外 
一 个 边界 条 件 是 当 y 趋向 于 无 穷 时 ， 浓 度 为 0， 在 这 些 条 件 下 ， 方 程 的 解 为 


N(y,t) =Noere( 二 7 质 | (10. 34) 


在 这 里 erfc 是 高 斯 误差 函数 ， 以 硼 在 N 型 衬 底 中 进行 扩散 为 例子 ， 相 关 扩 散 


(10. 32) 
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如 图 10. 13 所 示 。 

主 扩散 是 与 上 述 淀 积 扩散 相对 应 的 第 二 种 扩散 ， 这 种 扩散 不 需要 外 部 扩散 源 ， 
没有 外 部 离子 进入 硅 的 表面 ， 但 是 内 部 的 离子 将 进行 重新 移动 与 重新 分 配 ， 在 总 的 
扩散 密度 为 常数 (单位 面积 的 原子 数目 一 定 ) 为 边界 条 件 的 情况 下 ， 得 到 的 扩散 
图 形 说 明了 进入 或 者 离开 硅 表 面 的 扩散 原子 为 0。 因 此 式 〈10. 33) 的 解 为 


N(y,t) -|( -大 | (10. 35) 


ti<t2<1tr 





图 10.13 淀 积 扩散 
a) 扩散 曲线 b) 结 深 


这 是 一 个 高 斯 分 布 ， 典 型 的 分 布 图 如 图 10. 14 所 示 。 
NO) 





图 10.14 主 扩 散 
a) 扩散 曲线 b) 结 深 
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10.3.2.1 表面 电阻 

结 深 y; 和 表面 电阻 是 用 来 描述 扩散 层 特性 的 两 个 主要 的 参数 ， 前 者 已 经 进行 很 
好 的 描述 ， 后 者 的 数值 为 R=pl/4 =pl/wi， 这 里 p 是 层 的 电阻 率 ,，! 是 层 的 长 度 ,+ 
为 层 厚度 ，w 为 层 的 宽度 。 以 方形 为 例 ，! =w， 因 此 R, =p/i 与 侧面 尺 十 无关， 这 
个 参数 称 为 表面 电阻 ， 单 位 为 欧姆 /平方 ， 因 此 ， 层 的 电阻 表达 式 为 

R= Rsl/w (10. 36) 

10.3.2.2 离子 注入 NO) 

离子 注入 可 以 产生 注入 原子 薄膜 
层 ， 是 另外 一 种 淀 积 扩散 方法 ， 相 比 
淀 积 扩散 ， 离 子 注 人 更 加 容易 精确 地 
控制 表面 电阻 ， 在 集成 电路 中 应 用 更 
加 广泛 。 在 离子 注入 中 ， 硅 圆 放置 在 
真空 ， 通 过 高 电压 加 速 而 形成 的 高 能 
注 人 原子 束 对 硅 圆 进行 扫描 。 原 子 撞 
击 硅 圆 的 表面 并 迭 人 到 层 中 ， 挫 人 的 
深度 称 为 投影 射程 ， 如 图 10. 15 所 示 ， 0 
在 硅 圆 中 由 离子 注入 而 产生 的 图 形 是 
由 掩 模 决 定 的 ， 其 中 的 掩 模板 由 Si0， 
或 者 Sia Ns 组 成 ,通过 低能 量 的 离子 
(<100kV) 光 刻 而 成 ， 像 金 和 铁 之 类 
的 重金 属 通过 高 能 离子 的 办 法 沉淀 在 Si0, 层 上 作为 掩 模板 。 


10.3.3 氧化 


如 果 暴 露 在 空气 中 ， 硅 的 表面 将 形成 一 层 深度 为 20 ~ 30A 的 天 然 氧化 层 ， 但 
是 这 种 氧化 层 将 不 能 继续 长 深 至 5000 ~ 10000A 的 深度 ， 这 个 深度 的 氧化 层 通常 是 
用 作 扩 散 ， 离 子 注 人 掩 模板 ， 或 者 保护 器 件 的 钝 化 层 。 为 了 达到 这 个 目的 ， 可 以 采 
用 热 氧化 法 ， 将 硅 圆 加 热 到 大 约 1000Y ， 并 暴露 在 包含 氧气 或 者 水 蒸气 的 气体 中 。 
这 种 扩散 的 深度 会 随 着 温度 增加 而 增 大 ， 很 容易 达到 所 需要 的 氧化 深度 ， 这 种 热 氧 
化 将 消耗 一 定 的 硅 。 
10.3.3.1 氧化 掩 模板 

在 工艺 生产 中 ， 氧 化 层 可 以 在 硅 圆 上 产生 图 样 。 通 过 硅 圆 氧化 层 上 的 空洞 或 缺 
口 进行 离子 注入 或 者 扩散 ， 同 时 挡 遮 硅 圆 上 的 其 他 部 分 ， 因 此 ， 挨 杂 图 案 与 氧化 层 
掩 模板 完全 一 致 。 这 种 技术 对 于 产生 显 微 尺寸 的 图 像 非常 有 必要 ， 图 10. 16 表明 了 
怎样 通过 氧化 窗口 扩散 来 产生 一 个 PN 结 。 如 图 10. 16 所 示 ， 在 横向 与 纵向 上 都 可 
以 产生 扩散 ， 结 横 穿 硅 的 表面 ， 甚 至 到 达 保护 性 的 热 生长 氧化 层 下 。 因 此 ， 这 层 保 
护 结 免 受 环境 的 影响 ， 这 就 是 所 谓 的 钝 化 结 。 制 作 这 种 氧化 层 掩 模板 所 需 使 用 的 光 
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图 10. 15 ”离子 注入 杂质 分 布 图 : yo 范围 的 
标准 差 为 oo， 峰值 浓度 为 No 
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刻 技 术 将 在 下 一 章 讨论 。 





P 衬 底 


图 10. 16 使 用 氧化 成 的 扩散 掩 膜 板 


10. 3.4 光 刻 


光 刻 在 硅 圆 上 产生 器 件 和 电路 所 在 位 置 的 图 案 ， 大 约 1.5hm 的 器 件 尺寸 可 以 
通过 传统 的 紫外 线 曝 光 的 技术 来 制作 。 在 亚 微米 下 ， 通 过 电子 束 或 者 X 射线 来 产 
生 。 光 刻 包含 如 图 10. 17 所 示 的 多 个 步骤 。 首 先 ， 一 种 光敏 液体 ， 光 刻 胶 被 涂 在 硅 
圆 的 表面 ， 将 一 滴 光 刻 胶 涂 在 硅 圆 的 中 间 ， 然 后 用 高 速 旋 转 的 办 法 在 硅 圆 上 产生 光 
刻 胶 薄 层 。 然 后 加 热 将 溶剂 从 光 刻 胶 中 除去 ， 从 而 将 光 刻 胶 变 成 一 种 半 固 体 状态 。 
然后 ， 将 涂 上 光 刻 胶 的 硅 圆 与 光 刻 掩 模板 对 齐 ， 这 是 一 个 一 面 有 成 像 感光 剂 或 者 薄 
金属 图 案 的 玻璃 盘 ， 这 些 图 案 包 含 透明 或 者 不 透明 的 区 域 ， 通 过 与 计算 机 相连 的 掩 
模板 制作 机 ， 掩 模板 通过 决定 图 案 形 状 的 计算 机 辅助 工具 来 确定 ， 依 据 这 些 图 案 ， 
硅 圆 被 分 成 多 个 由 大 量 唱 体 管 组 成 的 集成 电路 芯片 。 紧 跟 光 刻 的 后 继 工艺 是 紫外 线 
辐射 。 有 两 种 类 型 的 光 刻 胶 : 负 性 胶 与 正 性 胶 。 对 于 前 者 来 说 ， 在 紫外 线 的 照射 下 
将 聚合 ， 变 硬 不 溶 于 显影 液 ， 这 种 情况 下 掩 模板 图 样 将 如 图 10. 17e 所 示 复 制 出 来 ， 
图 中 掩 模板 中 空 部 分 透 过 紫外 线 将 光 刻 胶 变 性 ， 不 溶 于 显影 剂 ， 从 而 光 刻 胶 留 在 硅 
圆 上 。 如 果 使 用 正 性 胶 ， 将 发 生 相反 的 情况 ， 曝 光 在 紫外 线 中 的 光 刻 胶 将 解 聚 ， 使 
得 曝光 区 将 溶 于 显影 剂 ， 不 被 曝光 的 部 分 将 呈现 不 溶性 。 这 里 光 刻 掩 模板 中 空 的 部 
分 就 是 要 去 除 光 刻 胶 的 部 分 。 曝 光 以 后 ， 硅 圆通 过 烘焙 处 理 使 得 光 刻 胶 变 得 更 硬 ， 
在 刻 蚀 氧化 层 的 时 候 光 刻 胶 对 硅 圆 具有 更 好 的 吸附 力 ， 对 刻 蚀 所 使 用 的 酸 具 有 更 好 
的 抵抗 力 。 刻 蚀 氧化 层 的 工艺 有 湿 法 刻 蚀 与 干 法 刻 蚀 两 种 。 湿 法 刻 蚀 通 过 采用 刻 蚀 
液 将 硅 圆 中 没 被 光 刻 胶 保 护 的 氧化 层 区 域 去 除 ， 如 图 10. 17e 所 示 。 最 终 窗 口 的 图 
形 与 相应 的 光 刻 掩 模板 一 致 。 在 干 法 刻 蚀 中 ,气态 离子 将 代替 湿 法 刻 蚀 中 的 化 学 溶 
剂 ， 气 态 离 子 通 过 射频 的 方法 产生 ， 这 种 刻 蚀 方法 适合 产生 更 小 尺寸 。 光 刻 的 最 后 
一 个 步骤 是 去 除 光 刻 胶 。 正 性 胶 很 容易 被 诸如 丙酮 等 的 有 机 溶剂 去 除 。 负 性 胶 需要 
一 系列 的 复杂 工艺 才能 去 除 ， 如 浸泡 在 硫酸 中 并 进行 擦洗 。 

需要 注意 的 是 如 图 10. 17 所 说 明 的 工作 原理 在 采用 电子 束 或 者 X 射线 来 代替 
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e) 


图 10.17 光 刻 
a) 薄膜 淀 积 b) 曝光 c) 负 性 光 刻 胶 显 影 d) 正 性 光 刻 胶 显 影 。) 氧化 刻 蚀 


紫外 线 的 时 候 ， 依 然 成 立 ， 只 需 将 所 需 材 料 进行 相应 修正 即 可 。 
10.3.5 化 学 气相 淀 积 


化 学 气相 淀 积 (CVD) 是 将 薄膜 材料 淀 积 在 衬 底 上 。 例 如 集成 电路 工艺 中 的 
二 氧化 硅 、 氮 化 硅 、 硅 外 延 层 和 硅 异 质 外 延 层 。 用 来 淀 积 的 材料 以 气态 的 形式 与 衬 
底 材 料 一 起 放置 在 反应 室 中 ， 通 过 化 学 反应 将 离子 淀 积 在 衬 底 上 。 

二 氧化 硅化 学 气相 淀 积 相 比 前 文 所 述 的 热 氧化 生长 所 需 的 温度 更 低 ， 淀 积 的 过 
程 相对 更 快 ， 可 以 在 几 分 钟 之 内 完成 ， 但 是 相应 的 氧化 薄膜 质量 较 低 ， 绝 缘 性 能 都 
不 如 热 氧 生长 得 到 的 氧化 薄膜 。 后 金属 钝 化 所 需 的 氧化 层 可 以 淀 积 在 硅 圆 上 ， 并 且 
不 会 对 其 他 性 能 产生 严重 影响 ， 这 种 氧化 层 可 以 在 包括 金属 化 在 内 的 所 有 工艺 完成 
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之 后 提供 保护 层 。 化 学 气相 淀 积 产 生 的 氧化 物 也 能 用 来 隔离 金属 化 层 。 

器 件 保护 和 钝 化 可 以 防止 某 些 污染 物 的 渗透 ， 在 器 件 保 护 和 钝 化 采用 氮 化 硅 比 
二 氧化 硅 更 有 效率 ,其 中 的 氮 化 硅 通 过 CVD 进行 淀 积 产生 。 它 也 可 以 用 来 进行 扩 
散 或 离子 注入 掩 膜 。 


10. 3.6 金属 化 


金属 化 是 硅 圆 工艺 中 的 最 后 一 步 ， 用 来 产生 芯片 器 件 或 者 电路 之 间 连 接 的 金属 
薄膜 层 ， 也 能 用 来 产生 芯片 外 围 的 焊 盘 ， 这 些 焊 盘 连 接 了 芯片 核心 部 位 与 外 部 封装 
引 脚 。 这 些 键 合金 属 线 通常 采用 金 线 ， 方 形 焊 盘 可 以 让 金属 线 的 末端 平整 ， 同 时 可 
以 减少 一 些 连 线 错 误 。 

金属 化 通常 采用 铝 作 为 原材料 。 首 先 ， 通 过 真空 燕 镀 在 硅 圆 上 淀 积 金属 薄 层 ， 
然后 通过 光 刻 的 办 法 产生 所 需要 的 金属 图 样 。 刻 蚀 经 常 使 用 磷酸 或 者 等 离子 体 ， 这 
两 种 方法 都 可 以 通过 剥离 工艺 金属 化 。 通 过 标准 的 光 刻 工艺 可 以 将 正 性 胶 淀 积 、 成 
形 在 硅 贺 上， 然后 金属 薄 层 淀 积 在 剩余 光 刻 胶 上 。 下 一 步 中 ,金属 薄膜 随 着 光 刻 胶 
的 融化 而 被 剥离 。 这 种 工艺 其 至 在 较 大 薄膜 厚度 的 情况 下 能 够 产生 较 精确 宽度 的 
图 形 。 


10. 3.7 MOSFET 的 制备 步骤 


依据 前 述 制备 步骤 ，N 沟 道 以 金属 铝 做 顶 极 的 MOSFET 的 典型 工艺 步骤 如 图 
10, 1 所 示 。 
. 以 P 型 硅 作 为 衬 底 
. 在 硅 上 生长 热 氧化 层 
. 第 一 次 光 刻 产生 源 极 与 漏 极 扩散 空间 
. 通过 N+ 磷 离子 扩散 产生 源 极 与 漏 极 区 域 
. 第 二 次 光 刻 工艺 用 来 去 除 源 极 与 漏 极 之 间 沟 道中 的 氧化 物 
. 在 沟 道 区 域 生长 一 个 很 薄 的 氧化 物 层 
. 第 三 次 光 刻 产生 触 点 空间 
. 通过 铝 薄 层 产 生 金 属 化 

9. 第 四 次 光 刻 产生 栅 极 金属 化 的 图 案 

10. 在 随后 的 金属 化 中 产生 触 点 烧结 

自 对 准 栅 结构 

如 10. 2 节 所 述 ， 产 生 沟 道 的 反 型 层 必 须 覆 盖 源 极 和 漏 极 之 间 的 整个 沟 道 。 因 
此 ， 栅 极 必须 延伸 贯穿 这 一 区 域 。 为 了 容许 可 能 的 掩 膜 误 差 ， 栅 极 必 须 设 计 成 与 源 
极 和 漏 极 有 小 部 分 的 交 释 。 这 将 使 李 极 与 源 极 以 及 栅 极 与 漏 极 之 间 分 别 产生 一 个 较 
小 的 交 释 电容 Cs 与 Cuu，Cua 描 述 了 从 漏 极 到 要 极 的 反馈 电容 ， 它 将 通过 米 勒 效应 
影响 晶体 管 的 频率 响应 。 
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为 了 减少 交 春 电容 ， 使 用 了 如 图 10. 18 所 示 的 自 对 准 栅 极 结构 。 这 种 结构 在 了 
沟 道 MOSFET 中 也 同样 使 用 ， 但 源 极 和 漏 极 不 能 扩展 到 栅 极 下 面 。 硼 离子 注 和 人 用 来 


源 极 门 极 漏 极 





N 衬 底 





图 10. 18 使 用 离子 实现 自 对 准 栅 PMOSFET 


产生 源 极 和 漏 极 区 域 直到 栅 极 边缘 的 了 型 源 极 多 晶 硅 概 漏 极 
扩散 ， 高 能 量 的 硼 高 子 能 穿 透 薄 栅 氧化 层 ， 
但 是 能 被 厚 的 场 氧化 层 及 栅 极 阻挡 。 因 此 ， 
栅 极 也 起 到 离子 注入 掩 模板 的 作用 ， 通 过 
这 个 掩 模板 ， 源 极 和 漏 极 区 域 能 有 效 地 终 
止 于 栅 极 的 边缘 ， 起 到 较 好 地 减少 交友 电 
容 的 作用 。 

另外 一 种 自 对 准 栅 极 结构 如 图 10. 19 
所 示 ， 这 里 采用 多 晶 硅 作为 栅 极 ， 这 种 结 图 10. 19 和 多晶硅 机 MOS 场 效应 晶体 管 
构 能 经 受 扩散 工艺 中 的 高 温度 ， 栅 极 也 起 
到 一 个 扩散 掩 模板 的 作用 。 自 然 地 ， 也 会 发 生 侧 面 扩 散 到 栅 极 下 面 ， 但 是 产生 的 交 
到 电容 已 经 远 小 于 传统 结构 。 





10.4 集成 电路 的 MOS 场 效 应 晶体 管 的 布局 与 面积 考虑 


在 集成 电路 中 ， 不 同 的 扩散 区 域 、 触 点 窗口 和 金属 接触 之 间 都 需要 有 一 个 最 小 
间距 ， 从 而 避免 在 工艺 生产 中 的 产生 的 一 些 问题 ， 最 小 的 线 宽 由 光 刻 工艺 决定 ， 最 
小 的 尺寸 准确 度 定义 为 (与 沟 道 长 度 调制 效应 参数 相 异 )。 最 小 间距 与 尺寸 的 定 
义 通 常 是 和 的 倍数 ， 这 些 参数 组 成 了 关于 尺寸 的 设计 规则 。 

在 集成 电路 生产 中 ，MOSFET 具有 两 个 很 重要 的 特性 ， 这 决定 了 在 同一 个 芯片 
中 器 件 可 具有 高 集成 度 。 第 一 个 特性 是 简单 的 几何 形状 ,第 二 个 是 自 绝缘 的 特性 ， 
图 10. 20 中 , P 型 MOSFET 共用 了 同一 个 N 型 衬 底 。 栅 氧化 层 厚度 不 到 场 氧 化 层 厚 
度 的 十 分 之 一 。 在 阔 值 电压 由 作用 下 晶体 管 将 产生 沟 道 ， 这 个 阔 值 电压 远 小 于 厚 
场 氧 化 层 下 的 半导体 材料 产生 反 型 层 所 需要 的 电压 。 因 此 ， 在 被 场 氧化 层 隔 离 的 两 
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个 邻近 MOSFET 之 间 不 能 产生 N 型 沟 道 ， 从 而 不 需要 采用 特殊 的 隔离 区 域 就 能 做 
到 晶体 管 之 间 的 自 隔 离 。 


源 极 门 极 漏 极 


厚 氧 化 物 区 ， 深 度 为 5000 ~10000A 
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薄 氧 化 物 层 ， 深 度 为 300~800A 
N 衬 底 





图 10. 20 ”具有 自 隔离 特性 的 集成 MOS 场 效 应 晶体 管 


源 极 门 极 漏 极 
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图 10.21 NMOS 场 效 应 晶体 管 
a) 剖面 图 b) 版 图 俯视 图 


NMOS 器 件 及 其 版 图 如 图 10. 21 所 示 。 为 了 便于 说 明 ， 采 用 所 有 的 间距 与 空间 
为 10A 的 统一 设计 规则 (在 图 10. 21 中 ， 相 应 地 a =10) ， 整 个 NMOS 晶体 管 版 图 
尺寸 大 约 为 75A 和 30A， 面 积 为 225A?。 

设计 规则 通常 由 硅 圆 生产 厂家 定义 ， 集 成 电路 版 图 设计 者 在 设计 中 必须 考虑 这 
些 规则 。 
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10.5 _ MOSFET 中 的 噪声 


MOS 器 件 中 由 模拟 信号 的 小 幅 波 动产 生 的 噪声 会 对 器 件 本 身 的 性 能 产生 影响 ， 
下 文 是 对 于 不 同 噪声 的 讨论 。 


10. 5.1 散 粒 噪声 
流 过 PN 结 的 直流 电流 噪声 引起 散 粒 噪声 ， 其 均 方 值 如 下 : 
(这 》=2qg7mAF (10. 37) 


式 中 ,，g 是 电子 电荷 ; Ib 是 PN 结 直 流 电 流 的 平均 值 ，Af 是 带宽 。 散 粒 噪声 的 电流 
频谱 密度 如 下 : 


(Af=20T; (10. 38) 
10.5.2 ” 热 品 声 
随机 的 电子 运动 产生 热 噪 声 ， 均 方 值 如 下 : 
(vv) =4KTRAf (10. 39) 


式 中 ，R 是 噪声 源 的 相关 电阻 ;7 是 绝对 温度 ; & 为 波 尔 兹 曼 常数 。 在 器 件 的 饱和 
状态 下 ， 沟 道 为 锥 形 ，R 的 近似 大 小 为 R=3/gn。 


10. 5.3 ”闪烁 噪 声 


当 电荷 载 流 子 运 动 到 栅 氧 化 层 和 硅 衬 底 的 界面 时 ， 载 流 子 被 随机 地 俘获 ， 会 产 
生 闪烁 噪声 。 在 一 定 的 器 件 与 工艺 中 ， 闪 烁 噪声 的 频谱 密度 如 下 : 

( 记 )MAF=Kr(2K'ACw 天 )[PX 让 (10. 40 ) 
式 中 ,无 的 典型 数值 为 10 -24V2。 


10. 5.4 ”噪声 模型 


在 评估 CMOS 电路 的 性 能 时 ， 必 须 考 虑 上 述 各 种 噪声 ， 这 些 噪 声 都 可 以 合并 为 
等 效 信和 号 源 。 在 大 信和 号 晶体 管 模 型 中 ， 热 噪声 和 闪烁 噪声 可 以 等 效 为 与 电流 如 并 
联 的 电流 源 。 电 流 噪声 的 均 方 值 为 

( 谢 ) =[ (8/3)kTg, + (2K'KrZp)ZC 大 ]AF (10.41) 

如 图 10. 22 所 示 ， 这 个 噪声 电流 可 以 在 晶体 管 棚 极端 表示 ， 其 大 小 为 上 述 噪声 
表达 式 除 以 g%( =4KIp) ， 得 到 的 表达 式 如 下 : 

(v2 ) =[ (Ke)/fCo, WLIAF (10. 42) 

在 频率 低 于 1kHz 情况 下 ， 主 要 噪声 为 闪烁 噪声 ， 相 应 地 ， 了 噪声 表示 为 

(v3) =[ (Ky) /fC WL]AF (10. 43) 
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a) 


i if 噪声 
10°° 
热 噪声 ( 白 噪声 ) 
10716 
100 lk 10k 100k 1M 10M 
频率 /Hz 
b) 
图 10. 22 


a) 输入 参考 噪声 源 模型 b) 典型 MOSFET 的 噪声 谱 


习 题 
一 个 NMOS 晶体 管 ， 当 Vos = Vps =10V 时 ， 漏 极 电流 是 6.5mA。 当 Vcs = Vps =6V 时 ， 漏 
极 电流 降 为 2mA。 计 算 该 晶体 管 的 K 值 和 V。 
在 特定 的 工艺 制造 过 程 中 ， 跨 导 参 数 K' =20kA/V“ ， 并 且 阔 值 电压 由 =1V。 需 要 设计 一 
个 晶体 管 最 小 长 度 是 10pm 并 且 Ves = Vps =5V， 漏 极 电 流 为 ImA， 求 出 相应 的 沟 道 宽度 。 
一 个 MOS 场 效应 晶体 管 ，V, = 1V 并 且 开 =500kA/V?z。 如 果 晶 体 管 要 求 饱 和 电流 ip = 
100mA， 计 算 达 到 Ycs 以 及 所 需 的 最 小 的 vps 。 
一 个 饱和 区 的 MOS 场 效 应 晶体 管 ，Vcs 是 一 个 常数 ， in =1mA 以 及 vps =2V。 当 vps =7V， 
加 变 为 1. 1mA。 计 算 相 关 ro、 了 以 及 和 的 值 。 
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11.1 绪论 


本 章 主要 对 采用 金属 氧化 物 半导体 (MOS) 结构 的 基本 模拟 电路 单元 进行 简 
单 的 介绍 ， 这 些 单元 电路 是 构成 更 复杂 模拟 集成 电路 的 最 基本 单元 :~”*] 。 首 先 介 
绍 MOS 晶体 管 作 为 负载 器 件 使 用 ， 紧 接着 介绍 基本 的 MOS 放大 器 的 设计 。 由 于 寄 
生 电 容 在 高 频 信号 处 理 系 统 中 有 非常 重要 的 影响 因而 接着 介绍 了 寄生 电容 。 以 这 些 
内 容 为 基础 ， 讲 述 了 共 源 共 栅 放大 器 和 降低 米 勒 效应 的 理论 ， 最 后 ， 在 讨论 CMOS 
放大 器 之 后 介绍 了 电流 镜 。 


11.2 MOS 有 源 电 阻 和 负载 器 件 


在 MOS 工艺 中 ， 增 强 型 或 者 耗 尽 型 器 件 都 可 以 作为 有 源 电阻 使 用 。 前 者 通过 
将 MOS 晶体 管 的 漏 极 与 栅 极 相连 而 成 ,后 者 将 源 极 和 栅 极 相连 而 成 。 
图 11. 1 表示 一 个 作为 二 极 管 连接 的 增强 型 晶体 管 的 v -i 特性 曲线 ， 曲 线 方 
程 为 
i=K(v—V)? (11.1) 
这 种 连接 的 晶体 管 总 是 工作 在 饱和 区 。 
假设 晶体 管 偏 置 电压 为 VY， 则 得 到 : 
i =K(V+v, —V) 
=K(V-V)? +2K(V-V)ve, + Kv (11.2) 
对 于 小 信号 模型 ， 最 后 一 项 可 以 忽略 。 第 一 项 为 直流 或 者 静态 电流 ， 因 此 ， 信 
号 电流 为 
i=2K(V—V,)vs (11.3) 
器 件 的 终端 电阻 为 /gu。 
类 似 地 ， 二 极 管 连接 的 耗 尽 型 MOS 晶体 管 可 以 做 一 个 有 源 电阻 负载 使 用 ， 如 
图 11.2 所 示 。 
由 于 器 件 工作 在 饱和 区 ， 两 个 端点 之 间 的 电压 超过 了 - Yo ( 阔 值 电压 ) ， 
这 时 ， 


i= Kb(1+ 访 ] (11.4) 
Va 
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0 Vt 


11.1 一 种 作为 二 极 管 连接 的 MOS 晶体 管 








斜率 = 1/7。 





a Ibss= KVip? 





Vv 


0 -VD 


11.2 ”一 种 作为 二 极 管 连接 的 耗 尽 型 MOS 场 效应 晶体 管 以 及 其 特性 


这 种 器 件 能 提供 很 大 的 电阻 值 ， 通 常 作为 高 增益 放大 器 的 电阻 负载 使 用 。 

另 一 种 MOS 晶体 管 做 电阻 使 用 的 方法 如 图 11. 3 所 示 ， 在 接近 Vps =0 点 处 ， 
器 件 电 阻 则 为 ra =7。。 

多 个 二 极 管 连接 的 晶体 管 可 以 串联 形成 一 个 简单 的 CMOS 基准 电压 ， 两 个 器 件 
的 连接 形式 如 图 11.4 所 示 。 

通过 分 析 可 以 得 到 电压 表达 式 如 下 : 


i /RK7R 





Fr = (1 5 
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a a 
wm a 
Vbias | Vbuk = R 
b b Vss 
图 11.3 一 个 作为 有 源 电 阻 11.4 有 源 电 阻 分 压 
的 MOS 场 效应 晶体 管 


11.3 MOS 放大 器 


11.3.1 采用 增强 型 负载 的 NMOS 放大 器 


图 11. 5 为 一 个 采用 二 极 管 连接 的 NMOS 晶体 管 做 负载 的 简单 放大 器 电路 与 其 
小 信号 等 效 电 路 。 
假设 0 和 @: 在 饱和 时 具有 无 限 大 的 阻抗 ， 阀 值 电压 V 相等 ， 但 是 天 值 不 同 ， 


因此 : 
fa /IK 
Vout = (vo -V+ | Fa (11.6) 


具有 线性 的 传输 特性 ， 大 信和 号 增益 为 


Ki 
4r 三 E> 


= /W/L 7 W/W ) (11.7) 
采用 如 图 11. 5b 所 示 的 小 信和 号 等 效 电路 来 计算 放大 器 小 信号 增益 ， 如 下 : 


_ Vout 一 Enml (11.8) 





2 + (l/ro) + (1/ro) 
通常 ， ro, To >>1/gnm2, 上 述 表 达 式 简化 为 
A, = — guni/ Bm (11.9) 


11.3.2 衬 底 效应 
在 上 述 分 析 中 ， 都 假设 了 每 个 晶体 管 的 衬 底 与 源 极 相连 。 然 而 ， 在 集成 电路 实 


256 信号 处 理 与 集成 电路 








图 11.5 增强 型 负载 放大 器 
a) 电路 b) 等 效 电路 


现 中 ， 这 两 个 晶体 管 共用 同一 个 接 “ 地 ” 衬 底 。 然 而 ，@2 的 衬 底 接 地 ， 但 是 源 极 
却 不 接地 ， 在 衬 底 和 源 极 之 间 存 在 一 个 wm 的 偏 置 电压 ， 从 而 产生 的 电流 将 对 漏 极 
电流 产生 影响 ， 这 个 电流 可 以 通过 在 等 效 电路 中 增加 一 个 附加 电流 源 来 表示 ， 如 图 
11.6 所 示 。 

在 图 11. 6b 中 ， 体 效应 的 跨 导 为 





11.6 衬 底 效应 
a) 一 个 B、S 没有 短 接 的 MOS 场 效应 晶体 管 b) 小 信和 号 等 效 电路 
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Bnp =NEmn (11.10) 
此 处 x 是 体 效应 因子 ， 典 型 的 数值 在 0. 1 ~0.3 之 间 。 
如 图 10. 6a 所 示 的 增强 型 负载 放大 器 ， 考 虑 到 体 效应 之 后 ， 其 等 效 电路 如 图 
11. 6b 所 示 ， 推 导 得 到 的 增益 公式 如 下 : 
一 gml 
Bm +gnb2 + (l/ro) + (1/ro) 
通常 ， rs To D> /gs 上 述 表 达 式 简化 为 
一 Sml 


4 三 一 一 一 人 
Bm2 + Bmb2 


CL LLY 


v= 


参考 式 (11. 10) ， 得 到 
gui 1 
A, = i (11. 13) 
因此 ， 体 效应 将 增益 减少 到 原来 的 1/(1 +xX)。 


这 种 增强 型 负载 放大 器 的 输出 信和 号 的 摆 幅 不 能 超过 Vpp - V。 
11. 3.3 带 耗 尽 型 负载 的 NMOS 放大 器 


如 图 11. 7a 所 示 为 一 个 采用 增强 型 晶体 管 的 放大 器 ， 其 负载 采用 一 个 二 极 管 连 
接 的 耗 尽 型 晶体 管 。 在 上 例 中 ， 假 定 两 个 晶体 管 都 偏 置 在 饱和 区 。 在 考虑 到 体 效应 
以 后 ， 放 大 器 的 等 效 电路 如 图 11. 7b 所 示 。 

如 上 述 讨论 中 一 样 ， 通 过 近似 假设 可 以 得 到 放大 器 的 增益 表达 式 如 下 : 


4.= 二 和 = 一 (二 ] (11.14) 
&mb2 Bmb2 


或 


本 





( 丽 7 瑟 ) 1 
tm x) Mes) 

通过 与 增强 型 负载 放大 器 的 增益 相 比 较 ， 耗 尽 型 晶体 管 做 负载 的 放大 器 的 增益 
高 出 (1 +xX)AX 售 。 


11.3.4 源 极 跟随 器 


上 述 讨论 的 放大 器 都 通过 源 极 来 建立 信号 和 地 之 间 的 通路 ， 属 于 共 源 极 型， 能 
提供 一 个 很 大 的 反 相 电压 增益 ， 具 有 大 输入 阻抗 和 大 输出 阻抗 的 特性 。 对 电压 放大 
器 来 说 ， 大 输出 阻抗 显得 很 不 必要 ， 因 此 ， 为 了 不 影响 前 级 放大 器 的 增益 而 得 到 小 
的 输出 阻抗 ， 道 常 设计 一 个 输出 儿 冲 妖 。 如 图 1 8 所 示 的 共 油 极 电路 《 源 极 女 了 
器 ) 可 以 作为 缓冲 器 使 用 。 

其 电压 增益 为 

Vout [ (1/gm,) | ro] 


i + (la i CL 6) 
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Vpp 





D2B> 


b) 
153 


a) 耗 尽 型 负载 放大 器 b) 等 效 电路 





图 11.8 
a) 源 极 跟随 器 b) 求 出 它 的 输出 阻抗 


ru >> 1/g。， 得 到 : 





mt Bm (11.17) 


简化 为 : 
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Bmb =XSm 
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(11.18) 


(11. 19) 


如 果 忽 视 体 效应 ， 增 益 为 1， 这 是 无 负载 时 的 增益 。 从 图 11. 8b 得 到 源 极 跟随 


器 的 输出 阻抗 为 


当 相 关 参 数 如 下 时 ， 


Ro=(1/R,) | Lesb) rm 


(11.20) 


WL=10, jC =I00kA/V2， =1V， 风 =100V，T=20mA 得 到 增益 为 0. 9， 


输出 阻抗 为 1400。 


如 图 11. 9 所 示 的 共 栅 极 放 大 电路 具有 很 大 的 输入 输出 电导 ， 在 考虑 体 效 应 的 
情况 下 得 到 图 11. 9b 所 示 的 等 效 电 路 ， 推 导 得 到 : 


Vop 





= 
图 11.9 ” 共 栅 极 放大 器 
a) 表示 出 衬 底 的 电路 b) 等 效 电路 
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x gm(1 + 万 )RR7 


Ttea(l + Be 

Bin =8m(1 +X) (11. 22) 
go 

Bon TT +gn (1 +x)R, (11.23) 


和 其 他 结构 的 放大 器 不 同 ， 体 效应 在 共 栅 放大 器 电路 中 并 没有 降低 性 能 ， 相 


反 ， 其 增 大 了 有 效 跨 导 。 这 种 电路 的 最 大 优点 是 其 具有 较 大 的 带宽 ， 在 下 一 节 中 将 
讨论 这 个 问题 。 


11.4 基于 高 频 应 用 的 设计 考虑 


11.4.1 寄生 电容 


考虑 内 部 端点 寄生 电容 和 外 部 寄生 电容 的 情况 下 ，MOSFET 的 高 频 等 效 电路 如 
图 11. 10 所 示 。 内 部 端点 的 寄生 电容 和 了 -N 结 、 沟 道 、 耗 尽 区 有 关 ， 数 值 大 小 依 
赖 器 件 的 工作 区 域 。 外 部 寄生 电容 由 一 些 基本 是 常量 的 元 件 和 版 图 寄生 效应 、 区 域 
交 丢 等 形成 。 

在 饱和 区 时 ， 主 要 由 以 下 寄生 电容 组 成 : 





11.10 MOS 场 效应 晶体 管 的 高 频 等 效 电路 


1 Cu: 栅 极 与 漏 极 之 问 的 寄生 电容 。 由 概 极 与 漏 极 扩散 区 交 答 而 产生 的 注 氧 
化 层 电容 ， 可 以 认为 与 电压 无 关 。 

2. Ce : 家 极 和 源 极 之 间 的 电容 ， 主 要 由 两 部 分 组 成 ; 

(a) Ci 由 家 极 和 源 极 之 间 交 奏 而 产生 的 电容 ; 

(b) Cua 棚 极 和 沟 道 之 间 的 电容 ， 在 饱和 区 的 时 候 ， 其 大 小 为 Cs， 其 中 


Cu。 表示 在 栅 极 和 衬 底 表面 之 间 总 的 菏 氧 化 层 电容 ， 在 饱和 区 时 ，Ce 基 本 与 电压 
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无 关 。 

3. Cu: 源 极 和 衬 底 之 间 的 寄生 电容 ， 由 两 个 部 分 组 成 : 

(a) Co 由 源 极 扩散 区 和 衬 底 之 间 P - N 结 电容 组 成 ; 

(b) CS 约 为 沟 道 下 的 耗 尽 区 电容 的 3.，Cu 电 容 大 小 与 电压 有 关 ， 电 容 情况 类 
似 突变 的 P - N 结 。 

4. Cu: 漏 极 和 衬 底 之 间 的 电容 ， 这 是 一 个 与 电压 有 关 的 P - N 结 电容 。 

5. Cu: 栅 极 和 衬 底 之 间 的 电容 ， 在 饱和 区 时 ， 这 个 电容 比较 小 ， 约 为 0. 1C。。 

对 于 一 个 如 图 11. 11a 所 示 的 共 源 极 放大 器 ， 以 上 讨论 的 寄生 电容 在 高 频 时 将 
产生 作用 ， 并 决定 了 放大 器 的 频率 响应 。 在 考虑 到 寄生 电容 的 情况 下 ， 当 共 源 极 放 
大 器 的 负载 电容 为 CL 时 ， 其 等 效 电路 如 图 11. 11b 所 示 。 把 这 些 电容 通过 归 总 的 办 
法 得 到 的 简化 等 效 电 路 如 图 11. 11e 所 示 ， 其 中 : 


Cleq =gdl + Ba +gn2 + |gmbz| 


Cra = Cabl + Cao + Caba + CL (11.24) 
推导 得 到 电路 的 增益 为 
A,(s) = G,( Cua -Bmi) 
v [Ls( Co + Cgal) + Gs][s(Cea + Gisad 于 pa —sCeai (SsCepsl —gnml) 
(11.25) 
令 s=jw， 在 中 频 时 有 
gml >> WCgql 
Gleq >> w( Ceal + Cred) (11. 26) 
增益 为 
; -gai 
ee | 
4(0 
= 《了 27 
在 这 里 
4(0) = — gm/ CLeg (11.28) 
Cin =Cel+Ceaa(l+gnCrea) 
= Copsl +'GaatL1l + lA (OI (11.29) 


因此 ， 增 益 可 以 通过 如 图 11. 11d 所 示 的 等 效 电 路 得 到 。 特 别 地 ， 由 于 栅 极 与 
源 极 之 间 的 电容 加 上 栅 极 与 漏 极 之 间 的 电容 Cu 的 [L+ 1 4,(0) 1 ] 倍 构 成 了 
输入 电容 Ca ， 后 一 部 分 电容 是 通过 米 勒 效应 近似 得 到 的 ， 当 1 4。(0) 1 >>1 时 ， 
米 勒 效应 会 明显 地 降低 带宽 。 


11.4.2 共 源 共 栅 放大 器 
通过 在 共 源 极 放大 器 中 增加 一 个 共 栅 极 MOSFET 0@: ， 可 以 形成 如 图 11. 12a 所 
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11.11 高 频 下 带 容 性 负载 的 NMOS 共 源 极 放大 器 
a) 电路 b) 等 效 电路 c) 简化 等 效 电路 d) 近似 等 效 电路 
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示 的 共 源 共 栅 结构 ， 这 种 结构 能 消除 或 者 削减 米 勤 效应 的 影响 。 晶 体 管 0 隔离 了 
输入 和 输出 节点 ， 从 源 极 看 ， 其 输入 阻抗 为 一 个 /sm 的 小 值 ， 在 漏 极端 ， 阻 抗 很 
大 ， 这些 都 有 利于 驱动 晶体 管 0,。 


Vop 


a) 





b) 


11. 12 
a) 共 源 共 栅 放大 器 b) 低频 等 效 电路 


低频 小 信号 等 效 电 路 如 图 11. 12b 所 示 ， 得 到 : 


Sml = 一 gm2 = 一 gm3V7out (11.30) 
或 者 
je -ls (11.31) 
Bm 
和 


2 = -hs (11. 32) 
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因此 ， 晶 体 管 81 从 根 极 到 漏 极 的 增益 为 - gmi/gu ， 驱 动 唱 体 管 Qi 的 Cu 在 栅 
极 的 米 勤 等 效 电容 需要 乘 以 〈1 + gm /gm ) 。 如 果 gm = gm ， 则 要 乘 的 因子 为 2， 
米 勤 效应 得 到 了 很 好 的 削弱 。 


11.5 电流 镜 


在 集成 电路 中 ， 得 到 了 一 个 稳定 的 基准 电流 源 以 后 ， 需 要 使 用 这 个 基准 电流 源 
通过 乘 以 一 定 的 倍数 来 得 到 其 他 电路 点 晶体 管 的 偏 置 电流 源 。 如 图 11. 13 所 示 为 一 
个 普通 的 电流 镜 ， 其 通过 对 基准 电流 Fe 成 比例 复制 而 得 到 输出 电流 1,。 这 个 电流 
镜 由 两 个 具有 相同 贱 值 电压 的 但 是 宽 长 比 可 能 不 同 的 增强 型 晶体 管 CQ 和 0, 组 成 。 


如 图 11. 13 所 示 电 路 中 ， 两 个 晶体 管 CQ 和 @> 都 处 于 饱和 区 ， 由 于 晶体 管 并 联 
相连 ， 具 有 相同 的 cs ， 可 以 得 到 : 








0 Vos-Vi Ves Vo 
动 b) 
a le 
Is=K(Ves -VW)’ (11.33) 
1,=K(Ves—-W)* - (11.34) 
假设 晶体 管 8; 的 输出 阻抗 为 无 穷 大 ， 得 到 : 
Kay _ (W,/L,) 
ll) = I (11.35) 


然而 ， 晶 体 管 的 实际 输出 阻抗 是 有 限 的 ， 上 述 表达 式 只 是 一 个 近似 的 结果 。 采 

用 如 图 11. 14a 所 示 的 共 源 共 栅 电流 镜 可 以 提高 输出 阻抗 。 二 极 管 连接 的 01 和 @4 的 

阻抗 为 1/g, 的 一 个 较 小 的 值 ，0, 用 其 沟 道 电阻 re 代替 ，@3 采 用 相关 等 效 电 路 得 到 
电路 如 图 11. 14c 所 示 ， 可 以 计算 得 到 输出 阻抗 为 

R, =v/i=rs +roz 十 gm3To3To2 (11. 36) 


这 里 ro 一 得 到 : 
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Trer ， j 
Qa Q5 
Vss 
i 
a 
Fle 
3 | 区 
人 | 
b) c) 
图 11.14 
a) 共 源 共 栅 电流 镜 b) 、e) 求 其 输出 阻抗 
R,=7,(2 +gnr,) (11.37) 


输出 阻抗 对 比如 图 11. 13 所 示 ， 电 路 增加 倍数 大 约 为 gmro。 


另外 一 个 叫 作 威 尔 斯 电流 镜 的 电路 如 图 11. 15 所 示 ， 在 这 个 电路 中 ， 输 出 阻 
抗 为 


r= (bairu)[ 经 jra (11. 38) 
Bm2 


典型 的 数值 为 


ru=(100)(1)(105) =10MQO 
然而 ， 这 个 电路 存在 一 个 问题 : 驱动 CQ, 和 Q@: 晶体管 的 漏 极 与 源 极 之 间 的 电压 
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不 相等 。 如 图 11. 16 所 示 ， 通 过 增加 一 个 二 极 管 连接 的 晶体 管 04 可 以 使 得 这 两 个 
驱动 电压 相等 。 这 种 改进 的 威 尔 斯 电流 镜 与 原 电路 在 输出 阻抗 上 相等 。 





Vss Vss 


图 11.15 Wilson 电流 镜 11.16 改进 后 的 Wilson 电流 镜 


11.6 CMOS 放大 器 


在 集成 电路 CMOS 工艺 中 使 用 互补 N 沟 道 器 件 和 了 沟 道 器 件 可 以 很 大 地 提高 
设计 的 灵活 性 ， 除 此 之 外 ， 这 些 器 件 采用 同样 的 方式 制造 可 以 消除 体 效 应 。 就 如 将 
在 后 面 章节 阐述 的 一 样 ， 为 了 减少 开关 电容 电路 的 时 钟 馈 通 效应 ， 在 开关 设计 中 合 
理 地 利用 了 体 效应 。 

基本 的 CMOS 放大 器 如 图 11. 17a 所 示 ， 具 有 如 下 特点 : 

1. 0 和 Qs 是 匹配 的 P 沟 道 器 件 形成 电流 源 ，v -i 传输 特性 如 图 11. 17b 所 示 。 
保证 0, 品 体 管 的 漏 极 电压 至 少 低 于 源 极 电压 (Vpp) Vsc - 1 Vi, 1 ， 使 得 0 晶体 
管 工作 在 饱和 区 ， 这 里 的 Vsc 是 晶体 管 0, 漏 极 电流 为 Ker 时 的 直流 偏 置 电压 。 在 饱 
和 区 ，@: 晶 体 管 有 很 高 的 输出 阻抗 为 。 

Il 
ba Lor 
2. Q, 作 为 放大 器 晶体 管 Qi, 的 一 个 有 源 负 载 。 
3， 当 Qi 工作 在 饱和 区 时 ， 小 信号 电压 增益 为 
A, = — (gm1) (ro | Tro) (11. 40) 
既然 01 的 直流 偏 置 电流 为 Le， 通 过 式 (10.24) 可 以 得 到 : 


Bml = V2 (pnCox) (W/L) To (11.41) 





(11.39) 
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VsG -|Vp |VsG 
a) b) 
图 11.17 
a) CMOS 放大 器 b) 有 源 负 载 特性 曲线 
当 ru =rw 时 ， 得到: 
_ VRK,lVal 
. ~ Ter 


(11.42) 


11.7 小结 


本 章 讨论 了 在 很 多 复杂 集成 电路 中 使 用 的 基本 集成 电路 元 件 。 特 别 地 ， 提 到 了 
将 MOS 晶体 管 做 有 源 电 阻 、 负 载 、 简 单 放大 器 和 增益 级 使 用 的 情况 。 也 讨论 了 寄 
生 电 容 在 高 频 时 对 电路 性 能 的 影响 。 不 同类 型 的 电流 镜 也 在 简单 放大 器 的 设计 中 涉 
及 到 。 
习 题 
11.1 设计 一 个 带 增强 型 负载 的 NMOS 共 源 极 放大 器 ， 电 压 增益 为 10， 并 且 考虑 到 衬 偏 效应 下 
的 输出 阻抗 是 1kQ。 最 小 沟 道 宽 度 为 10hm, yx =0.2，K' = 10jA，V, = 1V。 假定 偏 压 
为 2V。 
11.2 设计 一 个 带 耗 尽 型 负载 的 NMOS 共 源 极 放 大 器 ， 考 虑 到 衬 偏 效应 下 的 增益 为 100。 沟 道 宽 
度 最 小 为 3um 并 且 Y =0. 1。 
11.3 ”设计 一 个 共 源 共 栅 放 大 器 ， 考 虑 衬 偏 效 应 下 的 增益 为 100， 并 且 X = 0.2。 最 小 沟 道 宽度 
为 Sum。 
11.4 如 图 11. 15 所 示 的 Wilson 电流 镜 ， 所 用 管子 的 KK=100hA,，V. =1V，V。 =50A。 参考 电流 
为 50pA 并 且 ss =0。 求 出 I, 以 及 电流 镜 的 输出 阻抗 。 


11.5 设计 一 个 如 图 11. 17 所 示 CMOS 放大 器 ， 电 压 增益 为 100。 管 子 的 参数 是 理想 的 ， 可 以 由 
第 10 章 来 设置 ， 并 且 fc =100pA。 


12 两 级 CMOS 运算 放大 器 


12.1 绪论 


CMOS 运算 放大 器 〈Opeartional amplifier，Op Amp， 简 称 运 放 ) 是 模拟 信号 处 
理 系统 中 重要 的 组 成 电路 模块 。 运 放 可 以 认为 是 采用 基本 电路 和 基础 设计 理论 进行 
设计 的 综合 电路 模块 。 本 章 将 主要 介绍 CMOS 运 放 的 设计 思想 '-*] ， 并 给 出 完整 
的 设计 实例 。 本 章 首 先 介绍 运 放 的 各 个 性 能 参数 以 及 反馈 放大 器 的 基本 特性 ， 之 后 
讨论 作为 运 放 第 一 级 的 CMOS 差分 对 。 接 下 来 ， 我 们 对 普遍 使 用 的 两 级 CMOS 运 放 
结构 进行 讨论 ， 并 且 通 过 读者 易于 理解 的 设计 公式 介绍 运 放 的 设计 细节 。 最 后 本 章 
将 给 出 一 个 完整 的 运 放 设计 实例 ， 设 计 步 又 从 对 性 能 参数 的 分 析 开 始 、 得 到 设计 结 
构 的 细节 直到 获得 CMOS 运 放 元 件 的 最 终 设计 参数 值 。 


12.2 运算 放大 器 的 性 能 参数 


运 放 可 以 看 作 是 一 个 理想 的 压 控 电压 源 ， 如 图 12. 1 所 示 ， 它 的 输出 w 、 两 个 
输入 和 ws 如 式 (12.1) 表示 : 
| v, =A(v] —v,) (12.13 
式 中 ,4 是 一 个 独立 于 频率 的 常数 ， 通 常 非常 大 ， 理 想 情况 下 可 以 认为 是 无 穷 大 。 
然而 在 实际 中 ，4 与 频率 相关 ， 而 且 在 实际 的 MOS 运 放 中 存在 许多 非 理 想 效 应 。 
运 放 的 性 能 指标 通常 以 下 列 参数 进行 表示 : 
1. 开 环 直流 增益 4o 。 它 表示 运 放 在 输入 为 常数 时 ， 零 频 时 的 电压 增益 。 
2. 输出 电压 摆 幅 。 它 表示 线性 工作 范围 内 的 输出 电压 范围 ， 例 如 对 于 +5V 的 
供电 ， 线 性 工作 范围 可 能 为 -4V<w<4V。 
3. 输入 失调 电压 。 理 想 的 ， 当 = 时 ，w =0。 然 而 ， 实 际 上 ， 当 差分 输入 
为 零 时 ，v, 关 0。 此 时 ,使 得 输出 电压 为 零 时 的 输入 电压 ， 就 称 为 输入 失调 电压 。 
4. 共 模 抑制 比 (CMRR)。 理想 的 ，v, 仅仅 和 差分 输入 (vi -vs) 相关 。 实 际 
中 ,vw。 也 受到 平均 电压 或 者 共 模 电压 vew、 差 分 电压 v 的 影响 ， 
von = (12.2) 
vg =(21 一 22) (12.3) 
所 以 我 们 可 以 将 输出 写作 : 
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vo = Agva + Acmrem (12. 4) 
式 中 ,hs 是 差分 增益 ; 4cw 是 共 模 增益 ， 所 以 共 模 抑制 比 定义 为 
CMRR =20log dB (C125) 


对 于 理想 运 放 ， 共 模 抑 制 比 为 无 穷 大 。 

5. 共 模 范围 ( CMR) 。 它 定义 为 共 模 抑 制 比 保持 足够 大 时 的 共 模 电压 范围 。 

6. 电源 抑制 比 〈PSRR) 。 任 何 供电 电压 节点 的 附加 噪声 都 会 以 增益 4 出 现在 
输出 节点 ws。 因此 电源 抑制 比 定义 为 


Aa 
PSRR =20log 4 (12.6) 
ps 


7. 单位 增益 带宽 。 当 频率 增加 时 ， 运 放 的 增益 下 降 。 当 增益 下 降 为 零 时 的 频 
率 点 ， 就 称 为 单位 增益 带宽 。 

8. 建立 时 间 。 当 输入 电压 在 线性 工作 区 内 变化 时 ,输出 电压 达到 最 终 值 所 需 
要 的 时 间 (通常 要 求 输出 电压 建立 误差 为 0.1% ~1.0%)。 建 立时 间 和 单位 增益 带 
宽 、 输 出 阻抗 和 负载 相关 。 

9. 压 摆 率 。 当 输入 信号 有 一 跳 牙 间断 点 时 ， 输 出 不 能 瞬时 反应 出 变化 的 信和 号。 
此 时 最 大 的 变化 率 dv。/dt 就 称 为 压 摆 率 (slew rate，SR) 。 压 摆 率 是 一 种 非 线 性 
效应 。 

10. 输出 电阻 。 理 想 情 况 输出 电阻 应 该 为 零 ， 但 实际 中 运 放 具有 一 个 有 限 的 阻 
性 输出 阻抗 ， 这 个 电阻 可 能 很 大 ， 会 影响 到 连接 到 输出 节点 电容 的 充电 时 间 ， 并 且 
限制 最 高 的 信号 频率 。 

11. 动态 范围 。 实 际 的 运 放 在 它 的 传输 特性 中 具有 一 个 有 限 的 线性 范围 。 所 
以 ， 运 放 具 有 最 大 的 输入 信号 幅度 win mm 硅 Ve/A4， 式 中 ，4 为 运 放 开 环 增益 。 同 
时 ， 由 于 噪声 等 杂 散 信和 号 的 存在 ， 最 小 信号 值 un,min 存 在 一 个 下 限 ， 不 会 潭 没 在 噪 
声 中 。 运 放 的 动态 范围 定义 为 


Dynamic range =20log(v;, max/Vin. min ) dB {12 7) 


12. 直流 功率 耗 散 。 两 级 运 放 的 基本 结构 如 图 12.2 所 示 。 输 入 差分 级 设计 为 
提供 好 的 输入 阻抗 、 大 的 共 模 抑制 比 、 大 的 电源 抑制 比 、 低 噪声 、 低 失调 电压 和 高 
增益 。 第 二 级 设计 要 完成 多 项 功能 : (a) 电压 水 平 提升 以 对 输入 级 中 直流 电压 变 
化 进行 补偿 。(b) 增加 增益 。(c) 差分 到 单 端 输出 的 转换 。 在 一 些 应 用 中 要 使 用 
输出 缓冲 器 。 在 一 些 情况 中 ， 大 多 数 运 放 用 来 驱动 低 电 容 值 的 片上 电容 ， 因 此 就 不 
需要 增加 输出 级 电路 。 然 而 ， 如 果 运 放 用 来 驱动 大 的 容 性 负载 或 者 阻 性 负载 ， 那 么 
就 需要 增加 输出 缓冲 器 电路 ， 以 提供 运 放 输出 一 个 较 低 的 输出 阻抗 。 


/v; 
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a) b) 


图 12.1 理想 运 放 
a) 电路 符号 b) 等 效 电 路 


简单 RC( 或 C) 电 路 


也 许 不 必要 





图 12.2 两 级 运 放 的 基本 结构 


12.3 反馈 放大 器 的 基本 原理 


在 运 放 设 计 中 我 们 常常 使 用 无 源 反馈 网 络 在 频率 和 时 间 响 应 上 来 得 到 更 好 的 电 
路 控制 。 正 如 所 预料 的 ， 这 是 以 降低 增益 为 代价 的 。 反 馈 放 大 器 拓扑 结构 如 图 
12. 3 所 示 ， 其 中 G(s) 为 无 反馈 网 络 时 的 开 环 增益 ，B(s) 是 反馈 网 络 的 传输 函数 。 
简单 的 B(s) 可 以 是 一 个 RC 网 络 。 反 馈 放 大 器 的 传输 函数 为 


A =— 


= Cs) 
1 +B(s) G(s) 
如 果 我 们 定义 环 路 增益 L(s) 为 
L(s) = -B(s)G(s) (12.9) 


(12.8) 


那么 可 以 得 到 : 
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__G(s) 
A(s) =T Hs) (12. 10) 


如 果 设 wo 为 环 路 增益 为 零 时 的 频率 ， 那 么 稳定 性 条 件 为 (无 持续 振荡 ): 
[人 (12.11) 
同样 的 ， 如 果 3dB 频率 woaup 定 义 为 


IL(wosas) | =1 (2 12) 
此 时 稳定 性 条 件 为 
arg[ L(wosaB) ] >0 (12. 13) 
一 个 二 阶 放大 器 传输 函数 特性 如 图 12. 4 所 示 ， 图 12. 4 中 展示 了 环 路 增益 的 幅 
度 和 相位 。 
稳定 性 要 求 在 相位 到 达 零 点 之 前 ， 幅 度 应 该 先 到 达 0dB。 一 种 测量 稳定 性 的 标 
准 方法 是 通过 测量 相位 裕 度 bw 实现 的 。 该 方法 为 测量 当 幅 度 达 到 单位 1 时 ， 该 频 
率 下 的 相位 裕 度 ， 即 : 


Pu =arglL( wosap) | (12. 14) 


Vin(s) Vour (s) 





Bb (5 ) Vout(s) 


图 12.3 反馈 放大 器 拓扑 结构 


因为 相位 裕 度 是 由 传输 函数 的 零 极点 决定 的 ， 所 以 它 也 决定 了 放大 器 的 时 间 响 
应 。 一 个 二 阶 传输 函数 不 同 相位 裕 度 值 的 时 间 响 应 如 图 12. 5 所 示 。 为 了 避免 过 多 
的 振荡 ， 通 常 要 求 相 位 裕 度 大 于 45"。 但 对 于 大 多 数 应 用 来 说 ，60" 的 相位 裕 度 是 
通常 所 能 接受 的 值 。 

为 了 决定 运 放 的 频率 响应 ， 我 们 通常 以 式 (12. 15) 来 表示 传输 函数 : 
II (1 + s/w;i) 
[II (1 + sm) 
通常 来 说 零点 ws 所 在 的 频率 较 高 ， 因 此 它们 不 会 影响 到 3dB 频率 。 如 果 一 个 


极点 wow 的 频率 比 所 有 其 他 极点 的 频率 都 要 低 很 多 ， 那 么 该 极点 就 称 为 主 极点 ， 我 
们 可 以 写作 : 


A(s) = 4(0) (12. 15) 


A(s) = a (12. 16) 


所 以 可 以 得 到 : 
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1Z(jc)l 
(dB) 






-6 dB/octave 


0 已 


arg[ 一 5(jo)] 一 12 dB/octave 


ww 


0 WoadB 
图 12.4 二 阶 运 放 传输 函数 环 路 增益 的 典型 幅度 和 相位 特性 
03dB 皇 包 天 (12; 17) 
此 时 单位 增益 频率 为 
mw, =A(0)waap (12; 18) 
Vout (四 





4(o) 





I 


0 
图 12.5 不 同 二 阶 传输 函数 相位 裕 度 值 的 阶 跃 响应 


12.4 ”CMOS 差分 放大 器 


基本 的 MOSFET 差分 对 如 图 12.6 所 示 ， 是 由 两 个 NMOS 晶体 管 0; 和 Q, 组 
成 。 理 想 情况 下 ， 这 两 个 晶体 管 是 完全 匹配 的 。 
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忽略 两 个 晶体 管 的 输出 电阻 ， 在 饱和 区 我 们 可 以 得 到 : 
ipi =K(vesi -Wy 


ip =K(vcsy EE L 特 训 


YG2 





图 12.6 基本 的 MOSFET 差分 对 
其 中 ， 
K= pnCu( W/L) 
解 出 ves 和 vcs 并 相 减 ， 可 以 得 到 : 
SR 


其 中 ， 
Vip =V6sl — V6s2 
但 是 由 于 
ipl +ip = 了 
所 以 可 以 得 到 : 





. D; (via/2)” 
i va 了 1 ~ 12K) 


s 下 让 (oaX2) 
融 “ 一 一 v5 可 到- (1/2K) 
在 偏 置 点 处 ， vid =0,， 所 以 有 : 


ipi = ipy =1/2 





ves! =VGsz = Ves 
其 中 有 : 
2=K(Ves = EE)* 
将 其 代入 式 (12.25) 和 式 (12.26) 中 ,得 到 : 
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(12. 19) 


(12. 20) 


(C12:21) 


(12..22) 


(12. 23) 


(12. 24) 


(12. 25) 
(12. 26) 


Gl-27Y 


274 信号 处 理 与 集成 电路 


i = 二 + I vay fi _/va2 下 
2 二 -到 Ce 


,a ma 
入 (去 -到 人 
当 工 作 在 小 信号 工作 区 , v;a << Ves 一 V 
sd 了 Vid 
ni 二 却 || 


i (12.29) 

















一 一 一 一 一 一 一 


1 
1 
1 
1 
I 
1 
I 
1 
1 
和 
1 
1 
4 
1 
4 
各 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
Yi 
一 1. 


4 -1.0 -0.6 -02 0 02 0.6 1.0 1.4 Ves—V 
图 12.7 MOSFET 差分 对 中 式 (12. 29) 的 图 形 表 示 
当 一 个 MOSFET 偏 置 在 电流 万 时 ， 它 的 跨 导 gm =21p/ (Ves -不 ) ， 所 以 对 Qi 
和 Q, 来 说 有 : 


2( 1/2) Pe ( 
= = 12. 30) 
Su VW We = 


图 12.7 是 式 (12.29) 的 图 形 表示 。 我 们 也 应 该 注意 ， 对 于 差分 输入 信号 ， 
每 一 个 晶体 管 都 具有 输出 电阻 ro。 
接 下 来 我 们 考虑 由 晶体 管 03 和 Q4 组 成 的 电流 镜 来 作为 差分 对 的 负载 ， 如 图 
12. 8 所 示 。 当 差分 对 为 NMOS 晶体 管 时 ， 我 们 使 用 PMOS 晶体 管 作 为 电流 镜 ， 这 
样 就 得 到 了 一 个 简单 但 十 分 流行 的 CMOS 差分 放大 器 结构 。 
对 该 电路 进行 分 析 ， 得 到 : 
i=g (va/2) (12. 31) 
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其 中 ， 
I 
Ee -Ws = 
此 外 还 有 : 
Vout =2i(rw | 元 这 
其 中 有 : 
ro 三 704 = 
放大 器 电压 增益 为 
A _Vout _ 三 
"a 


(12. 35) 
为 了 计算 共 模 增益 ， 进 而 得 到 共 模 
抑制 比 ， 我 们 首先 得 到 偏 置 源 电导 Cc 如 
图 12. 9a 所 示 ， 之 后 再 通过 12. 9a 得 到 
如 图 12. 9b 所 示 的 等 效 电 路 ， 其 中 角 标 
i 用 于 指示 输入 差分 级 元 件 的 参数 ， 而 
工 用 于 指示 负载 元 件 的 参数 。 
假设 gw，gm >> G，gasi， 我 们 
得 到 : 





Bmi 
A,= (12. 36) 
a BdsL + Bdsi 
— Gg asi 
4 三 一 (12.37 
CM 25 二 (8 a ) 





最 终 得 到 : 
CMRR=2 sus": (12.38) 
Ge dsi 


如 果 gasr =gasi =8。， 那 么 有 : 





4 = 外 
i pg 
最 终 得 到 : 
CMRR=2 Oe" 
同时 也 可 以 得 到 : 
1 1 








Tout = 


BaL +Bdsi 28o 
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Vop 





a) 





gmi( Vini—VA) Bri(Vino—VA) 


图 12.9 
a) CMOS 差分 放大 器 b) 等 效 电路 


12.5 两 级 CMOS 运算 放大 器 


为 了 增加 增益 ， 我 们 采用 如 图 12. 10 所 示 的 两 级 运 放 拓扑 结构 ， 运 放 的 结构 和 
参数 描述 如 下 : 
1. Qs 和 05 构成 一 组 电流 镜 ， 为 差分 对 Q; 、Q, 提供 偏 置 电流 。 
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图 12.10 具有 频率 补偿 的 基本 两 级 运算 放大 器 


2. Qs 的 宽 长 比 选择 为 能 够 为 输入 级 提供 所 需 的 偏 置 。 


3. 03 和 Q4 构成 一 组 电流 镜 ， 作 为 输入 差分 对 的 有 源 负载 。 


Voat 


4. 第 二 级 是 由 有 源 负载 06 和 电流 源 晶体 管 0; 组 成 的 共 源 放大 器 。 


5. 电容 C。 用 于 频率 补偿 。 
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6. 电阻 R, 通常 采用 晶体 管 进行 实现 ， 主 要 用 于 控制 放大 器 传输 函数 的 零点 


体罚 


运 放 的 等 效 电路 如 图 12. 11 所 示 ， 其 中 Ci 是 第 一 级 和 第 二 级 之 间 的 全 部 电容 
之 和 ， 而 Cs 是 输出 节点 的 全 部 电容 之 和 ， 也 包含 了 负载 电容 CL。 所 以 C1 和 C, 包 


含 了 之 前 章节 中 讨论 的 各 种 寄生 电容 。 
在 图 12. 11 中 可 以 得 到 : 
Cumi = Bml =82 
Ri =ro | ru = 
Gus =g6 
Rs =r | ro = : 


式 中 ，A; 是 每 个 晶体 管 的 沟 道 长 度 调制 系数 。 


1 
Ba2 tga4 ls(A2 +A4) 


1 
Bas6 +Bds7 16(A6+A7) 


(12. 42) 
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图 12.11 图 12.10 中 的 两 级 运 放 等 效 电 路 
a) 无 调 零 电 阻 b) 有 调 零 电阻 


12. 5.1 直流 电压 增益 
通过 分 析 电 路 我 们 可 以 得 到 直流 增益 为 


下 = Bm28 m6 
” (gds2 +Bde4) (Bds68 ds ) (12.43) 
二 28 m2 8 m6 
” 1576(A2 +A4)(A6A7 ) 
12. 5.2 频率 响应 


运 放 的 频率 响应 可 以 采用 图 12. 11 中 的 等 效 电路 进行 分 析 。 首 先 假设 C1 << 
C.，Ci <<Ci， C1 <<Ci 和 C2=Cr。 对 于 图 12. 11a 中 的 电路 , 极点 为 
1 Cm 





So CRCR AC. Sm 
"OGG G0) GG, CU 

零点 为 
Wl (12. 46) 


为 了 使 wl 成 为 主 极 点 > 我 们 使 其 通 近 3dB 点 » 因此 有 : 
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A,wp1 =A,w3qp 二 ui C 12. 47a) 
或 者 ， 
Cai 
GB =w, = c (12.47b) 


a 


GB 为 单位 增益 频率 或 者 增益 带宽 结果 。 

现在 ， 因 为 Ci 与 Cuo 的 阶 数 相同 ， 那 么 零点 将 会 比较 接近 w,， 并且 引信 一 个 
相位 漂移 ， 从 而 降低 相位 裕 度 ， 影 响 放大 器 的 稳定 性 。 如 果 零 点 位 置 至 少 大 于 w 
的 十 倍 ， 为 了 得 到 所 需 的 60° 相 位 裕 度 ， 那 么 第 二 极点 wm 必须 至 少 高 于 w, 的 2.2 
倍 。 从 以 上 要 求 中 我 们 可 以 得 到 以 下 关系 : 











下 > (12. 48) 
所 以 得 到 
Bm6 > l0g.» (12.49) 
同时 也 有 : 
C29[ 寺 | (12. 50) 
最 终 可 以 得 到 : 
C, >0.22C1 (12. 51) 


12. 5.3 调 零 电阻 


另 一 种 消除 RHP 零点 效应 的 方法 是 增加 一 个 调 零 电阻 R，(R, 通常 由 MOSFETs 


实现 ) ，R, 与 补偿 电容 进行 串联 ， 如 图 12. 11b 所 示 。 那 么 新 的 零点 位 置 为 
1 
1 


6. (6 -®) 
当 R, 一 1/Gmo 时 ,零点 趋 近 于 无 穷 大 。 一 个 好 的 选择 是 R, > 1/Gmo， 将 零点 置 
于 负 实 轴 以 增加 相位 裕 度 。 增 加 调 零 电阻 的 男 一 个 结果 是 使 得 第 三 极点 位 于 : 
1 


(12;52) 





Wp3 = “RCI (12.53) 
我 们 可 以 选择 电阻 R,， 使 得 RHP 零点 与 极点 wm 相抵 消 ， 这 种 情况 下 有 : 
1 Cr +(C。 
= ) (12. 54) 


R, 是 由 工作 在 线性 区 的 晶体 管 0 实现 的 。 完 整 的 运 放 电路 如 图 12. 12 所 示 ， 
包括 Qs 的 偏 置 设计 ， 同 时 我 们 将 输入 元 件 改 变 为 NMOS。 调 零 电阻 的 值 为 
1 


RR (12.55) 
Bdsg 


其 中 ， 
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cas =K (TL ol (IVessl -= IV.1) (12.56) 


Vpp 





12. 12 ”包括 偏 置 电路 、 调 零 电阻 、 补 偿 电 容 的 完整 运 放电 路 


元 件 Q。、Qio 和 Q11 组 成 os 的 偏 置 电路 ， 如 图 12. 12 所 示 。 设 计 人 网 =， 可 


以 得 到 : 
sa 
为 了 满足 式 (12. $5) 的 条 件 ， Vcsl1 和 Vese 必须 相 等 ， 从 而 得 到 Qi 所 需 的 宽 





长 比 : 
WY -fm 更 
( 避 ，=( 划 (二 人 
包括 偏 置 电路 中 的 电流 ， 电 路 整体 功 耗 为 
Pyss = (Ts +le +l +12) (Vopp + 1V,,|) (12. 59) 


12.5.4 压 摆 率 和 建立 时 间 


CMOS 运 放 的 压 摆 率 Sk 受 限 于 差分 级 ， 并 且 是 由 注入 C。 的 最 大 电流 Paax) = 
Js 决定 的 。 所 以 有 : 


Sa = (12. 60) 
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所 以 ， 为 了 得 到 所 需 的 压 摆 率 ， 石 必须 根据 设计 指标 来 确定 ， 因 为 C。 要 由 放 
大 器 的 相位 裕 度 和 稳定 性 首先 确定 。 当 
人 s 
“hl -IRIE 
式 中 ，1 Vcs1 是 0 和 0 后 于 是 我 们 有 : 
Sa=(|Ves! -1V.1)w, (12.62) 
如 果 放 大 器 设计 指标 中 没有 给 出 压 摆 率 的 具体 值 ， 而 是 给 出 了 建立 时 间 了 ,， 
那么 我 们 可 以 根据 放大 器 以 数 倍 于 建立 时 间 7, 的 速度 建立 到 一 半 供 电 电 压 时 的 压 
摆 率 来 近似 得 到 压 摆 率 的 值 。 这 就 产生 了 压 摆 率 的 近似 值 SR 为 
Sh =al Vpp Vss 


CO: 二 


(12.61) 


(12. 63) 


$s 


式 中 ，a 值 的 范围 为 2~10。 如 果 设 计 指 标 中 7, 和 Sa 都 给 定 了 ， 那 么 我 们 通过 计 
算 SA 的 最 坏 值 来 估算 1s。 


12.5.5 输入 共 模 范围 和 共 模 抑制 比 


输入 共 模 范围 和 共 模 抑制 比 也 是 由 差分 级 决定 的 。 对 于 了 沟 道 的 差分 级 ， 在 
Qi 和 Q, 栅 级 最 小 可 能 输入 的 电压 (负电 压 ) 为 


Viv(min) = Vss + Vess + Vsp1 — Vse1 (12. 64) 
在 饱和 区 ，Vspi 的 最 小 值 为 
Vsp1 = Vsc1 — IVul (C12:65) 
所 以 有 : 
Tray = Ves + Vess — I Vu (12. 66) 


将 Ves = (27ps[2K) + 的 和 27 =1s 代入 ,可 以 得 到 : 


Vin(min) = Ws + [a ) 

Vo 是 Vps =0 时 的 阔 值 电压 。 在 上 面 的 公式 中 ， 前 两 个 量 是 由 设计 者 决定 的 。 

后 两 个 是 由 衬 底 同 Q1 的 连接 方式 决定 的 。 假 设 采 用 n - well 工艺 ， 并且 0: 和 Q%， 
的 源 极 同 其 连接 , 式 (12.67) 变 为 


了 
Vcnin) = 外 二 (和 | EVioscmax 三 | Vioicmamy | (12. 68) 


其 中 ， 最 差 工艺 角 的 V, 随 着 工艺 参数 的 扩散 而 发 生变 化 ， 设 计 者 在 设计 过 程 
中 要 使 用 V, 来 调整 1; 和 K3。 在 这 种 情况 下 ， 会 发 生 工 艺 参数 扩散 的 是 高 的 N 沟 道 
阐 值 和 低 的 P 沟 道 六 值 。 我 们 采用 同样 的 分 析 方 法 来 得 到 最 高 的 可 能 输入 电压 
( 正 电 压 ) 为 


172 
0 (12. 67) 


Vin(max) = Vpp + Vsps — | Vsci | (12.69) 


或 者 ， 
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IL 17/2 
Vin(min) = Vpp — Vsps — | 于 "| 一 Toiraaoy | (12.70) 
以 上 表达 式 允 许 设计 者 通过 最 大 化 Q; (Q，)、Q3(Q4) 尺寸 和 最 小 化 Vsps 来 使 共 
模 输入 范围 最 大 化 。 同 时 ， 较 小 的 五 也 可 以 产生 较 大 的 共 模 输入 范围 。 

对 于 NN 沟 道 差分 输入 级 我 们 可 以 通过 交换 P 沟 道 差分 输入 级 中 的 Femn 和 
Vin(max) 得到; 


守 172 
人 | EN (12.71) 
kk 172 
VisCnin) = Vs + Vens (入 -) + i (12.72) 


共 模 输入 范围 由 差分 对 决定 ， 并 且 由 式 (12.40) 给 出 。 目 前 我 们 讨论 的 两 级 
CMOS 运 放 在 模拟 滤波 器 和 其 他 信号 处 理 系统 中 得 到 广泛 的 应 用 。 当 负载 电容 值 较 
小 时 ， 它 具有 十 分 良好 的 性 能 。 如 果 驱 动 大 的 负载 需要 两 级 运 放 ， 必 须 在 输出 级 采 
用 一 级 缓冲 级 电路 以 提供 低 的 输出 阻抗 。 如 果 没 有 使 用 缓冲 级 电路 ， 那 么 大 的 电容 
负载 将 会 使 得 非 主 极点 降低 ， 从 而 降低 相位 裕 度 。 同 时 如 果 没 有 缓冲 级 电路 ， 大 的 
电阻 负载 也 会 降低 开 环 增益 。 

现在 我 们 对 两 级 运 放 的 设计 公式 做 一 个 总 结 。 


12. 5.6 两 级 CMOS 运算 放大 器 的 设计 计算 综述 


首先 ， 工 艺 参 数 、 供 电 电压 和 温度 范围 都 是 运 放 的 确定 的 设计 条 件 。 此 外 ， 运 
放 设 计 指 标 通 常 都 是 以 以 下 参数 形式 给 出 的 : 

直流 增益 : 4， 

单位 增益 带宽 : 扩 

输入 共 模 范围 : CMR 

压 摆 率 : Sr 

负载 电容 : Cr 

建立 时 间 : 了 

输出 电压 摆 幅 : Vowmss，Vomin 

功 耗 : P,。 

参考 如 图 12. 12 所 示 电 路 ， 设 计 步 又 如 下 : 

1. 首先 选择 晶体 管 为 最 小 的 沟 道 长 度 以 保证 沟 道 长 度 调制 参数 为 常数 ， 并 且 
使 得 电流 镜 有 较 好 的 匹配 。 

2. 计算 最 小 补偿 电容 ， 至 少 保证 60° 的 相位 裕 度 : 

C >0.2207 (12.73) 
3. 从 压 摆 率 和 /或 者 建立 时 间 指 标 要 求 中 得 到 石 : 
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=max[ (SnC.) ,a( “+ -2D m0, 让 (12.74) 


4. 对 于 和 沟 道 差分 输入 级 ,根据 设计 指标 中 最 大 输入 电压 ， 通 过 式 (12.75) 
计算 (W/L); 为 
= 
| i a Ki [ Vpp — Vn = Vios | max 十 了 ai 
5. 根据 单位 增益 带宽 f 计算 (W/L), 为 


zl (12.75) 











gm = C。 (12.76) 
所 以 有 : 
2 
(W/E = (12.77) 
245 
6. 对 于 N 沟 道 输入 级 ， 根 据 最 小 输入 电压 VinCmin) ， 分 两 步 计算 (W/L)s : 
0.5 
(a) Qs 的 饱和 电压 为 Vhss( sat) 一 Jiay = Ws Es 二 Vi (12. 78) 
1 
(b) 因此 0s 的 宽 长 比 为 (W/L) = 一 一 一 (12.79) 
Ks[ Vpss(sam) J 
7. 选择 第 二 极点 wa =2.2w,, 计算 (W/L)。: 
gm6 =2. 2g8m2( Cr/ Ce) (12. 80) 
并 且 假 设 : 
Vpse = Vpse( min) = 站 ps6tsan) (12. 81) 
所 以 得 到 : 
Bm6 
(Wh)e = (12. 82) 
8. 根据 式 (12. 83) 计算 L: 
maxl eB% (WL)se 
1 =max| 3 ry Cw) 1| ER 
9. 根据 电流 比 计算 (W/L);: 
(W/L); {é 
(Wi)s Ls (12. 84) 
10. 计算 增益 和 功 耗 : 
2g8 m2 8 m6 
MT Aa) ri (C12,88) 
Py = (1s +16) (Vop + IV.,|) (12. 86) 


11. 如 果 未 能 达到 所 要 的 增益 ,那么 增 大 (W/L), 或 者 (W/L)e， 或 者 降低 万 
和 大。 
12. 如 果 功 耗 太 大 ， 唯 一 的 解决 办 法 就 是 降低 1; 和 16。 然 而 ， 这 需要 相应 地 增 


284 信号 处 理 与 集成 电路 





加 一 些 晶 体 管 的 宽 长 比 以 满足 输入 和 输出 择 幅 的 要 求 。 

偏 置 电 路 设计 

我 们 现在 来 考虑 偏 置 电路 的 设计 。 首 先 ， 计 算 Voss = csz ， 那 么 必须 满足 式 
(12. 87) 。 

Vpsis + Vpsi4 + Vpsi3 + Vpsi2 = Vpp + I Vs! (12. 87) 

通过 选择 晶体 管 01, ~ Q1: 合 适 的 宽 长 比 以 及 偏 置 电流 na ， 可 以 得 到 合适 的 电 
路 结构 。 一 种 合适 的 计算 方法 为 设置 P 沟 道 晶 体 管 013 ~ Q1s 的 宽 长 比 为 单位 1, 之 
后 计算 电流 和 @iz 的 宽 长 比 。 

如 果 需 要 对 RHP 零点 效应 进行 补偿 ， 那 么 就 需要 调 零 电阻 ， 设 计 过 程 如 下 : 

1. 为 了 建立 偏 置 电流 〈( 设 WU = Vp)，Q3、Q11 的 宽 长 比 和 它们 的 漏电 流 完成 


匹配 : 
(sss deny 


hi =7no= 太 (12. 89 ) 
2. Qio 的 宽 长 比 独立 于 其 他 元 件 ， 所 以 可 以 选择 为 最 小 值 。 
3. Qs 的 宽 长 比 由 两 路 电流 js 决定 : 


a te), 0 


4. 从 式 (12.57) 中 可 以 得 到 Qs 的 宽 长 比 。 
5. 一 旦 设计 好 补偿 电路 ,我 们 需要 检查 一 下 RHP 零点 的 位 置 。 首 先 计算 
Vess 为 
1/2 
IVessl = TVegwol - [iy] + IVl (12.91) 
通过 式 (12.55) 和 式 (12.56) 计算 R,。 通 过 式 (12. 52) 计算 零点 位 置 ， 如 果 
零点 抵消 成 功 了 ， 那 么 R, 值 将 等 于 式 (12. 54)。 


12.6 一 个 完整 的 运 放 设 计 实 例 


依据 下 列 设计 指标 设计 一 个 两 级 CMOS 运 放电 路 : 
增益 hy 大 约 为 数 千 倍 ; 

单位 增益 带宽 GB = 1MHz; 

压 摆 率 Sk >3V/ ps; 

共 模 输入 范围 CMR = +3V; 

负载 电容 Cr =22. 5pF; 

供电 电压 : +5V; 

输出 电压 择 幅 : +4V; 
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功 耗 Py,s = 10mW; 
1. 工艺 参数 为 
K,=2.4x10 AAA K, =5. 198XI072A7AW 
Ap =0.01V ,An=0.02V 
Jo =0.9V,Jm =0. 865V 
2. 沟 道 长 度 统一 选择 为 10km。 这 里 的 选择 只 是 为 了 进行 简单 计算 。 目 前 很 多 
设计 已 经 进入 亚 微米 、 深 亚 微 米 甚至 超 深 亚 微米 阶段 ， 沟 道 长 度 已 经 小 至 65nm， 
而 且 未 来 还 会 继续 下 降 。 
3. C。 的 最 小 值 计 算 如 下 : C。 = -0.22 xCr =0.22 x22.5pF =4.95pF， 我们 将 
其 设置 为 6pF。 
4. 电流 1; 的 最 小 值 为 : 5 = SR xC。=3V/Xhsx6pF=18hA . 





5. 计算 0; 的 宽 长 比 : 
W 18 x10-5 
-13 x10-5)(5-3 -0.9+0. 65 = 


将 其 增加 到 单位 1。 
6. 我 们 首先 计算 跨 导 值 gw ， 然 后 计算 8, 的 宽 长 比 。 
guw=CBxC.=(2xl04mr)(6x10-2) =37.69hs 
WY (37. 69 x10-5)? 
( 站 ~ (5.138 x10-5)(18 x10-5) 
7. @; 的 饱和 电压 为 


1X1055 
Vg =| -3 “加 /到 -0.865| =657.53mV 
0 1 A. 138 x10-5) (1.54) 


宽 长 比 为 

WW fl -- 
人 7), 加 ( (5. 138 x10 -5)(657.53 x10-5)? 
8. 跨 导 gw 和 Q6 的 宽 长 比 为 


Bs (2297. 6908) 3 -i 


) =1.6232 


1 _311x10- 

Ls 2.4x10 
(311 x10-6)? 

9. | ap 

(2) (2.4x10-5) (12.95) 

或 者 为 1 = (1 (9 x10-6) =116.5pA 


1 
10. 07 的 宽 长 比 为 


=12.95 


=155. 54pA 





2 -155.5 x1.62 =13.97 
L 7 


18 
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11. 可 以 得 到 增益 为 
2(37. 69 x10-6)(276.32 x10-5) -9334 
(18 x10-5)(0.01 +0.02)(115.54 x10-5)(0.01 +0.02) 
初始 设计 时 ， 各 晶体 管 的 宽 长 比 为 


(5) =(7).=% 
(就 =[ 动 < 
(2),=% 
(到 _130 
Ls 10 
加 


采用 调 零 电阻 计算 RHP 零点 补偿 的 步骤 如 下 : 


1. (3 =1.5 


2， 因为 电流 匹配 ， 所 以 有 : 
11=10=1 =9pA 
3. Qio 的 宽 长 比 可 以 设置 为 1， 如 下 ; 
二 
( L 


[| = 号 x16=0.8 
9 
4. 0。 的 宽 长 比 为 


We 
(z),= Wl 


12.7 运算 放大 器 设计 中 的 实际 问题 和 非 理想 效应 





除了 我 们 在 之 前 章节 中 讨论 过 的 非 理想 效应 外 ,设计 者 在 运 放 设计 中 还 需要 考 
虑 其 他 一 些 非 理想 效应 ， 并 努力 将 其 最 小 化 。 设 计 者 可 以 通过 仔细 设计 减 小 其 中 的 
一 些 效应 ， 但 是 对 于 要 大 幅度 提高 电路 性 能 ， 设 计 者 还 需要 采用 一 些 特殊 的 设计 技 
术 ， 这 些 技术 将 在 下 一 章 中 进行 讨论 。 这 里 ， 我 们 首先 讨论 一 些 最 重要 的 非 理 想 
效应 。 
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12.7.1 电源 抑制 


电源 抑制 比 〈PSRR) 在 模拟 信号 处 理 系统 的 MOS 电路 中 十 分 重要 ， 特 别 是 在 
使 用 开关 电容 技术 时 。 首 先 ， 时 钟 信号 会 看 合 到 电源 线 上 。 第 二 ， 如 果 数 字 电 路 与 
模拟 电路 同时 存在 于 一 个 芯片 上 时 ， 数 字 噪 声 将 会 耦合 到 电源 线 上 。 如 果 这 些 类 型 
的 噪声 耦合 到 信和 号 通路 上 ， 那 么 会 导致 噪声 混 玲 到 有 用 的 信号 频带 内 ， 降 低 信 
噪 比 。 

在 运 放 的 设计 中 ， 电 源 抑 制 比 定义 为 从 输入 到 输出 的 增益 比 上 电源 到 输出 的 增 
益 。 基 本 的 两 级 运 放 特别 容易 受到 来 自负 电源 线 (地 线 ) 高 频 噪 声 的 影响 。 这 是 
因为 当 频 率 增加 时 ， 补 偿 电 容 的 阻抗 降低 ， 有 效 连接 了 06 的 漏 极 和 栅 极 。 在 这 种 
情况 下 ， 从 负电 源 线 到 输出 的 增益 接近 单位 1。 同 样 的 ， 从 正 电源 线 到 输出 的 增益 
与 开 环 增益 一 样 ， 也 随 着 频率 的 增加 而 降低 ， 所 以 正 电源 抑制 比 不 随 频 率 发 生变 
化 ， 保 持 为 常数 。 而 负电 源 抑制 比 在 运 放 的 单位 增益 频率 处 下 降 为 1。 


12.7.2 直流 失调 电压 


直流 失调 电压 包含 两 类 因素 ， 随 机 失调 和 系统 失调 。 随 机 失调 电压 是 由 于 理论 
上 匹配 元 件 的 失 配 造 成 的 。 而 系统 失调 是 由 电路 设计 造成 的 ， 即 使 所 有 元 件 都 是 完 
美 匹配 的 ， 系 统 失 调 依然 存在 。 降 低 直流 失调 电压 的 技术 将 在 后 续 章 节 中 进行 


讨论 。 
12.7.3 噪声 特性 


由 于 MOS 晶体 管 具有 相对 高 的 1/f 噪声 ， 因 此 在 CMOS 放大 器 设计 中 噪声 性 
能 是 一 个 重要 的 设计 考虑 。 在 图 12. 13a 中 输入 级 四 个 晶体 管 贡献 的 等 效 输 入 噪声 
如 图 12. 13b 所 示 。 通 过 直接 计算 每 个 电路 的 输出 噪声 ， 我 们 得 到 : 

(Ces) S Ce 》 征 (vip) + (gm3/ Em) (vs) a (vi ) ) (12.92) 

这 里 设 gm =gm ，gua =8m4o 这 表明 输入 级 元 件 直 接 贡 献 了 噪声 ， 而 负载 元 件 噪声 
降低 的 倍数 为 它们 自身 跨 导 和 输入 元 件 跨 导 的 比 。 
12.7.3.1 输入 参考 1 噪声 

MOS 晶体 管 的 等 效 闪 烁 噪声 密度 由 式 (10. 40) 得 到 ， 那么 式 (12.92) 可 以 
用 来 计算 运 放 的 等 效 闪 烁 噪声 。 





2 天 Ke L? 
by i fnLn 七 1 AA 12 93 
(win) mer + eB) (7) 人 


这 里 Ke 和 Ka 分 别 是 P 沟 道 和 N 沟 道 的 闪烁 噪声 系数 ， 它 们 的 值 由 工艺 决定 。 
第 一 部 分 噪声 是 由 输入 元 件 产生 的 ， 第 二 部 分 噪声 的 增加 是 由 负载 元 件 决定 的 。 所 
以 我 们 可 以 通过 使 得 输出 元 件 的 沟 道 长 度 大 于 输入 元 件 的 沟 道 长 度 来 降低 负载 元 件 
噪声 的 影响 。 那 么 我 们 可 以 设置 输入 元 件 的 宽度 较 大 以 达到 所 需 的 性 能 。 需 要 注意 
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过 Ya21> < 2,> 
- <VYea23> | <Va2s> 
a) 
Vpp 
人 
<Veaq?> 


Vss 
b) 


图 12. 13 ” CMOS 运 放 输 入 级 噪声 计算 
a) 元 件 产生 的 噪声 b) 等 效 输入 噪声 


的 是 增加 负载 元 件 沟 道 的 宽度 并 不 能 降低 1/f 噪声 。 
12.7.3.2 ” 热 噪声 
MOS 晶体 管 的 输入 参考 热 噪声 为 
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(wy =447(5-]A (12.94) 
采用 与 闪烁 噪声 同样 的 分 析 方 法 ， 我 们 可 以 得 到 运 放 的 热 噪 声 为 


2 M7 43 [Ds 
(RD (29) 
式 (12.95) 的 第 一 部 分 代表 输入 元 件 的 热 噪声 ， 第 二 部 分 代表 由 于 负载 引起 的 噪 


声 增 加 。 如 果 通 过 选择 合适 的 宽 长 比 使 得 输入 元 件 的 跨 导 比 负载 元 件 大 很 多 ， 那么 
第 二 部 分 噪声 将 变 得 比较 小 。 在 这 种 情况 下 ， 输 入 噪声 将 由 输入 元 件 的 跨 导 决定 。 





12.8 人 小结 


本 章 主 要 讨论 了 两 级 CMOS 运 放 的 设计 以 及 其 内 在 的 非 理想 效应 。 在 信号 处 理 
模拟 集成 电路 中 ， 运 放 设 计 占 据 了 设计 者 大 部 分 的 时 间 和 精力 。 特 别 是 高 性 能 运 放 
设计 更 是 集成 电路 设计 工程 师 主 要 的 任务 之 一 。 本 章 中 讨论 的 简单 设计 可 以 满足 一 
些 应 用 的 基本 需求 ， 并 且 构 成 了 更 复杂 设计 技术 的 基础 ， 这 些 我 们 将 在 下 一 章 中 进 
行 讨论 。 


习 题 


12.1 一 个 基本 的 NMOS 晶体 管 差分 对 的 参数 为 : ra = 10009，K’ =100pA/V?，V. =1V。 计 算 偏 
置 电 流 为 50pA、100jA 和 200pA 时 的 差分 增益 。 
12.2 设计 一 个 运 放 的 差分 输入 级 工作 在 Vcs =1. 3V， 跨 导 值 为 0. ImA/V。 对 于 元 件 参数 ， = 
1V，K' =10pA/V?。 计 算 元 件 的 宽 长 比 和 偏 置 电 流 。 
12.3 ”推导 图 12. 10 和 图 12. 11 中 两 级 运 放 的 传输 函数 。 在 12.5 节 中 的 假设 情况 下 ,计算 运 放 
的 零点 和 极点 位 置 。 
12.4 依据 下 列 指标 设计 一 个 两 级 CMOS 运 放 电路 : 
低频 增益 > 2000; 
建立 时 间 =2hs; 
单位 增益 带宽 =1MHz; 
负载 电容 =10pF; 
电源 电压 = +5V; 
共 模 输入 范围 = +4V; 
输出 摆 幅 = 上 4V; 
功 耗 <20mW; 
元 件 参 数 为 
K’ =20pA/V? ,KR =50pA/V? 
As, =0.01V-!,A, =0.01V-! 


13 高 性 能 CMOS 运算 放大 器 和 运算 跨 导 放大 器 


13.1 绪论 


虽然 在 上 一 章 中 讨论 的 两 级 运算 放大 器 能 够 满足 一 些 应 用 的 需求 ， 但 是 它 仍然 
受制 于 一 些 我 们 之 前 指出 的 缺陷 。 在 考虑 到 一 种 或 者 多 种 非 理想 效应 的 情况 下 ,我 
们 想 要 得 到 诸如 更 高 的 增益 、 更 好 的 电源 抑制 比 、 更 低 的 失调 电压 、 更 低 的 噪声 、 
更 快 的 建立 时 间 和 压 摆 率 等 性 能 ， 那 么 我 们 就 需要 一 些 特殊 的 技术 来 修改 运 放 的 电 
路 结构 。 这 些 技术 将 在 本 章 中 进行 讨论 它 -2] 。 我 们 也 将 给 出 运算 跨 导 放 大 器 
(OTAs) 的 集成 电路 实现 例子 ， 它 们 在 高 频 应 用 、 亚 微米 和 深 亚 微米 集成 电路 设计 
中 具有 很 多 优势 5*] 。 


13.2 CMOS 共 源 共 栅 运算 放大 器 


共 源 共 棚 运 放 的 第 一 级 电路 如 图 13. 1 所 示 ， 其 主要 目的 是 为 了 增 大 增益 。 两 
个 共 栅 晶体 管 01. 和 Q;. 与 差分 对 01 和 Q; 形 成 共 源 共 栅 结构 。 在 0 处 的 输出 电 
阻 为 

Ro Sgm2cTo2cTo2 (13.1) 

这 时 的 输出 电阻 比 无 共 源 共 栅 结构 大 了 许多 。 自然 的 ， 为 了 充分 利用 大 的 输出 
电阻 ， 我 们 也 必须 增加 有 源 负 载 电 阻 。 因 此 我 们 采用 一 个 Wilson 电流 镜 ， 如 图 
13. 1 所 示 。 

Wilson 电流 镜 的 输出 电阻 在 第 11 章 中 已 经 给 出 : 


Re BndeTodeTod (13.2) 
因此 ， 图 13. 1 中 输入 级 的 输出 电阻 为 
R, = Ro | Rae (13.3) 
输入 级 的 电压 增益 为 
4 = -8 R (13.4) 


所 以 输出 电阻 的 增加 就 反映 到 增益 增加 了 相同 的 倍数 。 实 际 上 ， 因 为 该 共 
源 共 机 结构 的 增益 非常 高 ， 因 此 单 级 的 运 放 可 以 相应 的 采用 共 源 共 栅 的 调整 结 
构 ， 这 将 在 下 一 小 节 进 行 讨论 ， 这 种 调整 结构 具有 高 的 电源 抑制 比 和 更 大 的 输 
入 共 模 范围 。 


13 ”高 性 能 CMOS 运算 放大 器 和 运算 跨 导 放大 器 291 





a ts 
CMOS eg 
1 
L 
Wilson 人 
电流 镜 





图 13.1 采用 共 源 共 栅 结构 CMOS 运 放 的 输入 级 


13.3 折叠 共 源 共 栅 运 算 放 大 器 


我 们 从 图 13. 1 开始 ,在 Qi!、Q; 之 下 的 6 个 晶体 管 都 用 互补 晶体 管 蔡 代 ， 并 且 
每 一 组 都 与 Vss 断 开 ， 再 折 全 连接 到 了 Top 上 ， 这 就 产生 了 图 13. 2 中 的 折 友 共 源 共 栅 
结构 。 该 电路 与 简单 的 共 源 共 栅 电路 工作 原理 相同 ， 只 是 因为 折 骅 共 源 共 栅 电路 在 
输入 级 的 电源 和 地 之 间 仅 层 倒 了 三 个 晶体 管 ， 与 原始 共 源 共 栅 的 五 个 晶体 管 相 比 ， 
增 大 了 输入 共 模 范围 。Q 和 Q; 是 增加 的 电流 源 。 

折 和 又 共 源 共 栅 运 放 的 电压 增益 为 

A=gniR。 (C193;3) 
式 中 ，R。 为 电路 的 输出 电阻 ， 表 示 为 
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Vop 





图 13.2 


R,=Roc |‖ Rae = [gucroc(ro | ro )] || [ gmaeroeros J (13.6) 

由 于 具有 高 的 增益 值 ， 折 和 至 共 源 共 栅 运 放 可 以 作为 单 级 运 放 使 用 。 事 实 上 ， 如 

果 差 分 对 完全 匹配 ，Q6 和 0@; 使 得 Is = 1;， 那 么 折 芋 共 源 共 栅 运 放 的 增益 可 以 表 
示 为 

Po Us Vpp Cu VW /EL 


Bs 3/V (We /Lae) + Vipin V Ue 7ae) 
主 极点 由 输出 节点 电容 Ci 决定 ， 其 中 Ci 包含 负载 电容 ， 即 : 





(13.7) 





wha GE (13.8) 
单位 增益 频率 为 
os =4ou = 和 (13.9) 
L 


折合 共 源 共 栅 运 放 比 两 级 运 放 具有 更 好 的 电源 抑制 比 ， 因 为 在 折 效 共 源 共 栅 运 
放 中 补偿 电容 和 负载 电容 是 同一 个 元 件 。 假 设 负载 电容 或 者 负载 电容 的 一 部 分 没有 
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连接 到 电源 上 ， 那 么 折 赫 共 源 共 栅 运 放 就 不 会 像 补 偿 后 的 两 级 运 放 那样 ， 受 到 高 频 
电源 抑制 问题 的 影响 。 然 后 由 于 共 源 共 栅 晶体 管 在 输出 节点 使 用 ， 所 以 折 和 至 共 源 共 
栅 运 放 的 输出 摆 幅 比 两 级 运 放 要 小 一 些 ， 这 个 缺点 的 补救 方法 将 在 后 面 章节 中 讲 
述 。 但 是 折 释 共 源 共 栅 运 放 还 是 广泛 应 用 在 高 频 开 关 电 容 滤 波 器 和 其 他 高 频 电 
路 中 。 


13.4 低 品 声 运 算 放 大 器 


信 品 比 是 通信 电路 中 最 重要 的 指标 。 信 品 比 与 电路 的 动态 范围 息息相关 ， 而 动 
态 范 围 则 是 电路 处 理 无 失真 信号 时 最 大 信号 和 最 小 信号 的 比值 。 最 大 信号 通常 由 电 
源 或 者 最 大 信号 摆 幅 限制 ， 而 最 小 信号 则 是 由 噪声 或 者 电源 纹 波 决定 。 在 设计 低 品 
声 运 放电 路 中 ， 有 两 种 可 行 的 方法 。 第 一 种 方法 是 通过 优化 器 件 的 几何 尺寸 和 特性 
来 得 到 最 低 的 噪声 。 这 种 设计 思路 已 经 在 第 11 章 中 进行 过 讨论 。 第 二 种 方法 是 通 
过 采用 相关 双 采 样 和 斩 波 稳定 技术 来 降低 输入 失调 电压 。 我 们 先 给 出 第 一 种 方法 的 
一 个 实例 ， 然 后 引入 新 的 技术 。 


13.4.1 通过 控制 器 件 几何 尺寸 进行 低 噪声 设计 


一 种 通过 共 源 共 栅 器 件 Qs 和 @s 来 提高 电源 抑制 比 的 低 噪声 放大 器 如 图 13. 3a 
所 示 ， 输 入 级 由 噪声 性 能 更 好 的 PMOS 组 成 。 运 放 的 噪声 模型 如 图 13. 3b 所 示 ， 因 
为 直流 电流 源 晶 体 管 的 顶级 通常 都 连接 到 低 阻 抗 节点 ， 所 以 它们 产生 的 噪声 就 忽略 
不 计 。 

并 且 由 于 Qs 和 Q。 从 源 端 开始 观测 具有 较 大 的 阻抗 ，Q。 和 0@s 栅 极 产生 的 噪声 
也 忽略 不 计 。 所 以 整体 输出 噪声 频谱 密度 为 

(2) =gleRI| (vs) + RI(gL (V2) tasa (v3) tgsalv4))| (13.10) 

式 中 ，R 和 R, 是 第 一 级 和 第 二 级 的 输出 电阻 。 等 效 输 入 参考 噪声 频谱 密度 可 以 通 
过 式 (13. 10) 除 以 二 次 方差 分 增益 gw RigmeR, 得 到 为 

(ve) = (v6) /guR? +2(6v05)L1+{(gm/gm) {v3) /v1)}| (13.11) 

由 于 第 二 级 产生 的 噪声 除 以 第 一 级 增益 ， 再 等 效 到 输入 端 ， 因 此 第 二 级 产生 的 
噪声 可 以 忽略 。 

现在 ,我 们 为 了 最 小 化 噪声 ， 取 gm > gm ， 这 样 由 于 输入 元 件 具 有 低 噪声 ， 
那么 输入 也 就 由 输入 元 件 所 决定 。 可 以 通过 增加 输出 元 件 的 跨 导 来 减 小 热 噪声 ， 而 
增加 漏电 流 和 /或 宽 高 比 又 可 以 有 效 增 大 跨 导 值 。 降 低下 和 工 值 可 以 降低 1/f 噪声。 
对 于 图 13. 3a 中 的 电路 ， 主 极点 在 100Hz 处 。 在 100Hz 以 上 频率 范围 内 ， 品 声 为 
130nVX(Hz)L2 ， 即 噪声 电压 为 13pVr. m. s。 对 于 峰值 电压 为 4. 3uyV 时 ， 我 们 可 以 
获得 107dB 的 动态 范围 。 
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13.3 
a) 低 噪声 运 放 实 例 b) 噪声 模型 
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13. 4.2 通过 相关 双 采 样 降低 噪声 


图 13. 4 中 是 一 种 降低 低频 1 噪声 密度 的 技术 。 噪 声 幅 度 频谱 乘 以 一 个 幅度 
为 2sin(w7V4) 的 函数 。 这 就 压缩 了 零 频 和 采样 频率 偶 次 倍 频 时 的 噪声 。 这 种 技 





图 13.4 通过 相关 双 采 样 降低 噪声 
a) 理论 机 制 b) 等 效 输入 噪声 


术 的 有 效 性 依赖 于 采样 保持 电路 的 集成 电路 实现 的 实用 性 以 及 对 运 放 时 间 响 应 无 特 
殊 要 求 的 加 法 器 。 


13.4.3” 斩 波 稳定 运算 放大 器 


斩 波 稳定 技术 可 以 应 用 于 任意 运 放 电路 ， 以 降低 输入 失调 电压 和 1 噪声。 应 
用 于 一 个 两 级 运 放 的 基本 原理 如 图 13. 5 所 示 。 

Vi, 是 输入 信号 的 频谱 ，V 为 噪声 频谱 。 两 个 乘法 器 通过 幅度 为 +1V 的 斩 波 方 
波 来 驱动 。 图 13. 5 清楚 的 展示 了 斩 波 工作 的 结果 ， 如 果 斩 波 频率 远 高 于 基带 信和 号 
Vs ， 那 么 不 需要 信号 的 频谱 将 会 被 转移 到 基带 信号 频率 之 外 。 这 些 不 需要 的 信和 号 
包括 直流 失调 和 1 噪声 。 因 此 直流 失调 和 1Mf 噪 声 对 信和 号 性 能 的 影响 就 被 降低 了 。 

斩 波 稳定 技术 应 用 于 运 放 的 电路 如 图 13.6 所 示 。 乘 法 器 是 由 开关 实现 的 ， 并 
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13.5 斩 波 技术 降低 噪声 


由 两 相位 时 钟 8, 和 四, 控制 。 当 由 打开 ， 由 关 断 时 ， 从 图 13. 6b 得 到 : 
Veg ( 91) = 也 二 Vz/Al (13. 12) 


当 中 关 断 ， 中 2 打开 时 ， 从 图 13. 6c 得 到 : 
Voc (2) = -Ta + Va/ Ai (13. 13) 
所 以 一 个 周期 内 的 平均 输入 参考 噪声 为 
(13. 14) 


Veg ( 00) =1/2[ Ves( 1) + Vce( 2)] = V/A 
所 以 ， 那些 不 需要 的 噪声 信号 ， 特 别 是 1/f 噪声 就 被 消除 了 。 同 时 ， 如 果 4 
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13.6 斩 波 稳定 技术 应 用 于 CMOS 运 放 
a) 电路 b) 当中 打开 ,gs 关 断 时 的 状态 c) 当中 关 断 ，‰ 打开 时 的 状态 


足够 大 ， 那 么 第 二 级 产生 的 噪声 也 被 降低 了 。 


13.5 高 频 运算 放大 器 


在 高 频 设 计 中 ， 运 放 有 两 个 重要 的 设计 要 求 : 高 增益 和 快速 建立 时 间 。 我 
们 已 经 讨论 过 设计 高 增益 的 问题 ， 现 在 我 们 讨论 设计 具有 快速 建立 时 间 的 运 放 
的 问题 。 


13.5.1 基于 建立 时 间 的 设计 考虑 


首先 考虑 第 12 章 中 讨论 的 两 级 运 放 ， 运 放 具 有 与 图 13.7 一 致 的 输入 元 
件 、 漏 电阻 和 跨 导 。 我 们 已 经 得 到 运 放 的 主 极 点 为 -1/rogmCer。， 非 主 极点 为 
-gmCLo 
对 于 一 个 单 级 的 共 源 共 栅 运 放 ， 主 极点 为 
sd = —1/r,gmCrro (13. 15 ) 
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图 13.7 建立 时 间 
a) 输入 阶 峰 b) 输出 c) 测试 建立 时 间 7, 的 电路 


而 非 主 极点 为 
5 = =/ Cy (13. 16) 
式 中 ，C， 为 共 源 共 栅 节点 的 总 电容 。 
现在 ， 如 果 运 放 以 闭环 结构 进行 工作 ， 正 如 在 模拟 滤波 器 中 的 应 用 ， 我 们 可 以 
看 到 建立 时 间 7, 由 非 主 极点 决定 s,。 特 别 是 当 环 路 增益 增加 时 ，s, 和 s, 形成 一 个 
复数 对 : 
s= —0.5s, (13. 17) 
所 以 有 : 
T,~2/Re(s,) (13.18) 
通过 比较 两 级 运 放 和 单 级 共 源 共 柚 运 放 极点 的 表达 式 ， 我 们 可 以 得 到 ; 
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T, (两 级 运 放 ) Cr 


7 ( 单 级 共 源 共 李 运 放 )”C， (13.19) 
通常 C, 大 约 为 Cr 的 0.1 ~0.2 倍 ， 所 以 有 : 
7 (两 级 运 放 ) 。 _ 
7 ( 单 级 共 源 共 棚 运 放 ) ~” ~ 1 (13. 20) 


因此 我 们 可 知 单 级 共 源 共 栅 运 放 的 建立 时 间 比 两 级 运 放 快 5 ~10 倍 。 
从 以 上 的 讨论 中 可 以 得 出 以 下 结论 ， 如 果 为 了 得 到 高 增益 和 快速 建立 时 间 ， 在 
设计 中 采用 折 稚 共 源 共 栅 结构 是 一 个 很 好 的 选择 。 


13.6 全 差分 平衡 拓扑 结构 


当 运 放电 路 受到 电源 线 、 邻 近 数 字 电 路 和 开关 电路 噪声 影响 时 ， 我 们 目前 讨论 
的 单 级 运算 放大 器 结构 具有 一 些 缺 点 。 当 数字 电路 和 模拟 电路 同时 存在 于 一 颗 芯 片 
上 时 ， 特 别 容易 发 生 这 种 情况 。 因 此 电源 抑制 比 通常 是 非常 重要 的 。 在 这 种 应 用 环 
境 中 ， 采 用 全 差分 平衡 的 拓扑 结构 具有 许多 优点 。 三 种 主要 类 型 的 运 放 电路 如 图 
13. 8 所 示 : (a) 单 端 输出 ; (b) 差分 输出 ; 〈e) 平衡 全 差分 输出 。 而 当 以 上 的 品 
声 影 响 较 大 时 ， 全 差分 平衡 输出 运 放 是 最 有 效 的 电路 结构 。 需 要 注意 的 是 ， 全 差分 
平衡 运 放 的 两 个 输出 端 相对 于 地 平面 ， 是 精确 平衡 的 。 所 以 ， 这 种 类 型 的 运 放 需 要 
第 5 个 端口 作为 参考 点 来 平衡 输出 。 

全 差分 平衡 运 放 的 两 种 应 用 方式 如 图 13. 9 和 图 13. 10 所 示 。 一 个 带 有 反 相 器 
的 单 端 输出 运 放 如 图 13. 9 所 示 。 这 些 电路 都 是 IC 设计 库 中 的 标准 单元 ， 可 以 直接 
进行 调用 ， 这 是 一 种 比较 直观 的 设计 。 然 而 ， 这 种 电路 在 高 频段 具有 许多 缺点 ， 反 
相 器 引入 的 相位 漂移 会 破坏 两 个 输出 的 平衡 关系 。 

图 13. 10 中 的 平衡 设计 需要 一 个 差分 输出 的 运 放 和 一 个 附加 电路 来 感知 共 模 输 
出 ， 当 输出 共 模 以 地 平面 为 参考 时 ， 这 个 附加 电路 主要 采用 反馈 方式 来 校正 共 模 输 
出 与 所 需要 零 值 的 偏 移 。 所 以 这 个 拓扑 结构 是 对 称 的， 而 且 在 高 频段 的 相位 漂移 对 
两 个 输出 都 是 相等 的 ， 因 此 输出 平衡 得 以 保持 。 

在 给 出 全 差分 平衡 运 放 的 完整 设计 之 前 ， 我 们 总 结 一 下 全 差分 平衡 运 放 设计 的 
优点 : 

1. 来 自 电 源 线 上 的 噪声 可 以 看 作 是 共 模 信号 ， 通 过 合适 的 设计 可 以 有 效 降低 。 

2. 同样 的 输出 电路 具有 两 倍 的 有 效 输出 摆 幅 ， 比 单 端 输出 运 放 的 动态 范围 增 
加 了 6dB。 

3. 将 全 差分 平衡 输出 运 放 与 开关 和 电容 配合 组 成 开关 电容 电路 时 ， 可 以 有 效 
降低 时 钟 馈 通 噪声 ， 因 为 这 时 时 钟 馈 通 噪 声 可 以 看 作 是 共 模 信号 。 在 高 频 应 用 中 这 
是 一 个 非常 重要 的 优势 ， 因 为 我 们 通常 需要 增加 器 件 尺 寸 以 降低 充电 时 间 常 数 ， 这 
将 会 导致 时 钟 馈 通 效 应 更 加 恶化 。 而 增加 器 件 尺寸 又 会 增加 注入 到 信号 通路 中 的 电 
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C) 
图 13.8 三 种 运 放 类 型 
a) 单 端 输出 b) 差分 输出 “) 全 差分 平衡 输出 





图 13.9 采用 运 放 和 反 相 器 的 全 差分 平衡 输出 运 放电 路 
荷 。 这 些 特殊 的 优势 我 们 将 在 本 书 特殊 的 应 用 中 加 以 讨论 。 
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WD Yout 


“Vout 





t==== oF- -= -------7 


图 13.10 具有 共 模 反馈 电路 的 全 差分 平衡 运 放 
4. 降低 了 对 称 的 失调 电压 。 
5. 可 以 将 斩 波 稳定 技术 应 用 于 全 差分 拓扑 结构 中 以 降低 1Mf 噪 声 ， 使 运 放 在 高 
频 高 准确 度 VLSI 通信 电路 应 用 中 具有 优越 的 性 能 。 
讨论 了 全 差分 平衡 运 放 设 计 的 思路 和 优点 后 ， 我 们 现在 讨论 具体 的 电路 设计 ， 
如 图 13. 11 所 示 。 





图 13 


.11 13. 10 的 具体 电路 实现 
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Ci 为 补偿 电容 ,小 信号 差分 等 效 半边 电路 如 图 13. 12 所 示 ， 其 增益 为 


4 = - (garonroe) (garm)[IZ(L+ra/R。) + (roa/ Ren) [1/(1 + 7a/R1)] 
(13.21) 
其 中 : 
Re = (Lp)[1+ (Ri/rs)] 
(13. 22) 
式 (13.22) 为 从 P 沟 道 共 源 共 
袖 元 件 的 源 端 看 进去 得 到 的 有 效 
电阻。 
带 有 共 模 反馈 平衡 电路 的 全 差分 
折 郑 共 源 共 栅 运 放电 路 如 图 13. 13 所 
示 ， 具 体 工作 方式 如 下 ， ww 
(a) 晶体 管 QPi 和 QP 为 运 放 “a 从 
提供 偏 置 电流 。 : 


Vout 





Vpp =+5V 





图 13.13 CMOS 折 登 共 源 共 栅 全 差分 平衡 运 放 
(b) CQP: 和 Q@P2 为 共 源 共 栅 元 件 。 
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(c) QPi 和 QPi4 的 沟 道 长 度 比 QP 和 QP 要 长 ， 以 保证 输出 电阻 较 大 。 

(d) 晶体 管 QV、QNi4、QN,、QN24 实 现 了 高 阻抗 的 电流 源 负载 。 

(e) 共 模 反馈 电路 (CMFB) 由 晶体 管 QN3、QN34 组 成 。 它 们 对 输出 共 模 信号 
进行 采样 ， 并 反馈 一 个 校正 共 模 信号 到 QVz 、QNz4 的 源 端 。 这 个 补偿 信和 号 被 级 联 
元 件 放大 ， 以 保持 共 模 输出 信号 达到 所 需要 的 原始 水 平 (地 平面 ) 。 所 以 共 模 反馈 
电路 对 于 得 到 精确 的 共 模 输 出 信号 十 分 重要 。 

共 源 共 栅 放大 器 具有 一 个 缺点 ， 即 降低 的 输出 摆 幅 。 考 虑 图 13. 14a， 如 
果 共 源 共 栅 元 件 CQ, 和 0, 是 由 83 和 Q4 偏 置 的 ， 那么 在 Q1 进入 线性 区 以 前 ， 
经 过 共 源 共 机 晶体 管 的 电压 压 降 为 VY,+2Vpsot。 我 们 可 以 通过 在 Q: 和 @s 的 机 
极 之 间 加 入 一 个 强度 为 V. 的 直流 电压 提升 源 电路 ， 以 提高 输出 摆 幅 ， 如 图 
13. 14b 所 示 。 这 使 得 0: 被 偏 置 在 饱和 区 的 边缘 (Vps = Tosu) 。 在 这 种 情况 
下 ,在 Qi 离开 饱和 区 以 前 ， 经 过 共 源 共 顶 晶体 管 的 电压 压 降 从 负 供 电 轨 摆动 
至 乞 后 es 


er) 


Qs 


Q4 


Vo 


nr) 


Qs 


Vo 





13.14 高 输出 摆 幅 共 源 共 栅 偏 置 的 设计 思路 


一 个 高 摆 幅 的 共 源 共 柚 电路 实现 如 图 13. 15 所 示 。 所 有 的 器 件 都 具有 相同 的 偏 
置 电流 10。 除了 Qs 以 外 ， 其 他 晶体 管 的 宽 长 比 都 为 0.25( W/L=0.25)。 这 使 得 0， 
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偏 置 在 饱和 区 边缘 ， 即 Vps = Vhssaro 在 这 种 情况 下 ， 经 过 Qi 和 Q, 的 电压 压 降 可 在 
负电 源 电压 2AV 之 内 摆动 。 





图 13.15 高 输出 摆 幅 偏 置 的 电路 实现 


13.7 跨 导 运算 放大 器 


在 第 3 章 中 ,我 们 讨论 了 运算 跨 导 放大 器 ( Operational Transconductance Am- 
plifiers，OTAs) 的 需求 和 优势 ， 它 的 电路 如 图 13. 16 所 示 。 这 里 给 出 一 些 集成 运算 
跨 导 放大 器 电路 的 实现 [5,26] 。 

所 sy loutp 
Vinn ra 


13. 16 运算 跨 导 放大 器 的 电路 符号 
一 个 简单 的 跨 导 器 如 图 13. 17 所 示 。 通过 增加 线性 电阻 可 以 提高 电路 的 线性 度 ， 


MS 次 站 
和 二 MI1 | 


图 13. 17 运算 跨 导 放大 器 的 基本 电路 实现 
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如 图 13. 18 所 示 。 


Fpp Vop Vop Vpp 
上 上 M4 M6 
1 
I 及 Finn 
1 MI M2 1 


13. 18 ”提高 线性 度 的 运算 跨 导 放大 器 

另 一 种 提高 跨 导 器 线性 度 的 技术 如 图 13. 19 所 示 ， 称 为 伪 差 分 拓扑 结构 ， 在 这 

结构 中 MI 和 M2 工作 在 线性 区 。M3 和 M4 以 及 运 放电 路 形成 增益 控制 电路 使 得 
和 M2 的 漏电 流 稳定 在 所 需要 的 值 上 。 与 图 13. 17 中 的 简单 电路 相 比 ， 这 种 结 
构 可 以 得 到 三 次 谐 波 失真 值 为 - 60dB， 而 图 13. 17 中 电路 的 三 次 谐 波 失真 值 仅 
为 -38dB。 

另 一 种 方法 如 图 13. 20 所 示 ， 由 于 交叉 耦合 差分 对 消除 了 失真 ， 提 高 了 运算 跨 
导 放 大 器 的 线性 度 ， 人 48dB。 


Fwea 局 sa VemFB 
pia J] ~ VBiAs 
M5 M6 


TourN Tour,p 


VTUNE VruNE 


13.19 MI 和 M2 工作 在 线性 区 的 运算 跨 导 放大 器 
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本 





图 13. 20 ”采用 交叉 耦合 差分 对 消除 失真 


13.8 小结 


本 章 根据 运 放 诸如 高 增益 、 低 噪声 、 快 速 建立 时 间 等 不 同 的 设计 要 求 ， 介 绍 了 
几 种 提高 运 放 性 能 的 设计 技术 。 我 们 特别 介绍 了 折合 共 源 共 栅 全 差分 平衡 运 放 设计 
和 斩 波 稳定 技术 ， 使 得 运 放 适用 于 高 准确 度 的 通信 VLSI 电路 应 用 中 。 本 章 最 后 介 
绍 了 应 用 于 Gu - C 电路 中 的 运算 跨 导 放 大 器 。 目 前 运算 跨 导 放大 器 已 经 应 用 在 亚 
微米 、 深 亚 微米 和 超 深 亚 微米 的 模拟 滤波 器 设计 中 5”] 。 


习 题 
13.1 设计 一 个 折 秋 共 源 共 机 结构 的 CMOS 运算 放大 器 ,设计 指标 如 下 : 
供电 电压 : 5V; 
输出 电压 摆 幅 : +1V; 


输入 共 模 范围 : +1.5V; 
直流 增益 : 大 于 70dB。 
在 设计 中 运用 N 沟 道 工艺 ， 最 小 沟 道 长 度 为 10hm， 而 且 工艺 参数 为 
K’, =20pA/V?, K', =50pA/V? 
A=0.01V-!, x=0.1pm/V 
Va siV, WW ==1V 


13 ”高 性 能 CMOS 运算 放大 器 和 运算 跨 导 放大 器 307 


分 别 在 100Hz、1kHz 和 50kHz 时 ， 计 算 习 题 11. 5 中 放大 器 的 等 效 输入 噪声 电压 。 

将 斩 波 稳定 技术 应 用 于 习题 13. 1 设计 的 运 放电 路 中 ， 斩 波 频率 为 20MHz。 分 别 在 100Hz、 
1kHz 和 50kHz 时 ， 计 算 等 效 输入 噪声 电压 ， 并 与 没有 使 用 斩 波 稳定 技术 时 的 等 效 噪声 做 
对 比 。 

通过 增加 一 级 反 相 器 ， 将 习题 13. 1 中 的 运 放电 路 设计 为 一 个 全 差分 电路 。 
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14.1 绪论 


应 用 运算 放大 器 、 运 算 跨 导 放 大 器 、 电 容 、 开 关 和 电阻 可 以 实现 各 种 各 样 的 模 
拟 集成 电路 。 运 算 放 大 器 和 运算 跨 导 放大 器 在 前 几 章 已 经 介绍 过 了 ， 本 章 我 们 来 讨 
论 一 下 其 他 模块 的 设计 。 本 章 主要 介绍 电容 和 开关 [24] 在 集成 电路 中 的 各 种 形式 ， 
并 讨论 这 些 模块 的 非 理想 因素 与 它们 在 模拟 和 混合 信号 处 理 系统 中 应 用 的 关系 。 此 
外 ， 有 时 我 们 需要 电阻 作为 片上 组 件 。 有 时 这 种 电阻 可 以 通过 有 源 器 件 来 实现 ， 实 
现 方法 我 们 在 11 章 已 经 介绍 过 ， 另 外 一 些 情况 需要 高 线性 度 的 无 源 电 阻 。 一 种 可 
能 的 无 源 MOS 电阻 结构 在 前 面 也 已 经 介绍 过 了 。 


14.2 MOS 电容 


14.2.1 电容 结构 


MOS 电容 是 构成 模拟 集成 电路 的 非常 重要 的 组 件 之 一 。MOS 电容 最 常用 的 电 
介质 是 Si0, ，Si0, 一 种 非常 稳定 的 绝缘 介质 ， 其 se。 =3.9， 并 且 击 穿 电压 非常 高 ， 
大 约 8x10V/em (尽管 SiaN4 也 是 一 种 经 常 使 用 的 绝缘 介质 ) 。 电 容 电极 的 选择 是 
由 整体 集成 电路 生产 的 技术 决定 的 。 主 要 包括 以 下 几 种 类 型 ; 

1. 金属 〈 或 多 晶 硅 ) 覆盖 扩散 层 结 构 。 其 结构 如 图 14. 1a 所 示 ， 妈 在 重 掺 杂 
的 衬 底 上 形成 一 层 薄 的 Si0, 层 。 在 金属 机 工艺 中 ,电容 的 上 极 板 是 通过 在 Si0，, 上 
覆盖 金属 实现 的 ， 这 和 对 栅 极 的 金属 化 以 及 整个 电路 的 连 线 是 同一 工序 。 在 硅 栅 工 
艺 中 ， 高 挫 杂 的 多 晶 硅 会 被 用 来 作为 栅 电 极 和 电容 的 上 极 板 。 在 理想 情况 下 ， 如 果 
电极 是 完全 导体 ， 那 么 单位 面积 的 电容 为 


区 =a (14.1) 
然而 ， 实 际 情 况 下 电容 值 的 大 小 受 电压 控制 为 
C=C [1+&R -VV,)]? (14.2) 


式 中 ，! 是 常数 ， 与 挫 杂 浓度 成 反比 。 对 于 高 摊 杂 的 N* 层 ， 电 容 受 电压 的 影响 
比较 小 。 这 种 结构 可 实现 的 电容 容 值 的 范围 在 (0. 35 ~0.5)fFVhm2 之 间 。 电 容 的 准确 
度 = + 上 (6 -15)% 。 但 是 两 个 同样 的 电容 的 匹配 准确 度 可 以 达到 0.1% ~1.0%。 

2. 多 晶 硅 覆盖 多 晶 硅 电容 。 在 一 个 硅 Q1 栅 “ 栅 -机 ”工艺 中 ,可 以 另外 选 
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择 一 种 高 导电 性 的 多 唱 硅 作为 连接 导线 。 这 两 层 栅 可 以 作为 电容 的 上 下 极 板 ， 如 图 
14. 1b 所 示 。 这 种 结构 的 电容 有 一 个 缺点 : 由 于 多 晶 硅 的 表面 不 够 规则 ， 氧 化 层 的 
厚度 波动 范围 比较 大 。 典 型 值 为 (0. 3 ~0.4)fF/hm 。 

3， 金属 覆盖 多 晶 硅 电容 。 其 结构 如 图 14. le 所 示 ， 它 的 特性 与 图 14. 1b 所 示 
电容 比较 相似 。 


金属 金属 SiO, 








Hp YY 
了 


金属 多 晶 硅 SiO， 


pp I | 










金属 金属 SiO。 


多 晶 硅 
SS pp 







©) 


图 14.1 MOS 电容 
a) 金属 (或 多 晶 硅 ) 覆盖 扩散 层 结构 b) 多 晶 硅 覆盖 多 晶 硅 电容 c) 金属 覆盖 多 唱 硅 电容 


310 信号 处 理 与 集成 电路 





14.2.2 寄生 电容 


在 我 们 之 前 讨论 过 的 所 有 MOS 电容 结构 中 都 存在 寄生 电容 。 如 图 14. 2 所 示 为 
带 有 主要 寄生 效应 的 MOS 电容 模型 。 

在 电容 下 极 板 到 衬 底 会 不 可 避免 的 产生 一 个 比较 大 的 寄生 电容 ， 正 是 由 于 这 个 
寄生 电容 导致 衬 偏 电压 的 产生 。 对 于 金属 〈 或 多 晶 硅 ) 覆盖 扩散 层 结构 电容 而 言 ， 
其 下 极 板 供 人 衬 底 之 中 ， 它 的 下 极 板 寄生 电容 约 等 上 极 板 
于 设计 值 的 15% ~30% 。 对 于 图 14. 1b，e 所 示 的 RS 


两 种 结构 而 言 ， 其 寄生 电容 大 小 在 设计 值 的 15% ~ 二 Ca 

20% 之 间 。 了 
寄生 电容 的 另 一 个 来 源 为 连接 电容 与 其 他 电路 |! 人 

模块 的 导线 。 其 为 电容 上 极 板 寄生 电容 的 来 源 。 然 ” 三 十 

而 ， 在 一 些 模拟 集成 电路 中 ,电容 的 一 个 极 板 或 是 

两 个 极 板 会 连接 到 MOS 开关 的 源 极 或 者 漏 极 。 扩 散 

层 的 PN 结 会 促使 在 电容 极 板 与 衬 底 间 形成 耗 尽 层 图 14.2 带 有 寄生 电容 的 MOS 

电容 。 所 有 这 些 寄生 电容 主要 受 电容 尺寸 、 工 艺 技 电容 模型 

术 与 版 图 布局 影响 。 


14.2.3 电容 比 误差 


开关 电容 电路 将 在 下 章 中 进行 讨论 ， 其 性 能 由 电容 比 决定 ， 因 此 在 进行 电路 设 
计时 需要 重点 考虑 电容 比 误差 。 下 面 我 们 简单 介绍 一 下 电容 比 误差 的 来 源 。 
14.2.3.1 随机 边缘 抖动 

如 图 14. 3 所 示 为 MOS 电容 的 俯视 图 ， 在 这 个 MOS 电容 的 电极 边缘 存在 随机 
拌 动 。 理 想 的 电容 值 为 





图 14.3 MOS 电容 的 边缘 抖动 示意 图 
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C 和 (14.3) 
由 于 随机 拌 动 的 存在 可 以 得 到 : 
AC=E[(W+AW)(L+AL) - WL] (14.4) 
所 以 : 
AC AW AL 
C= wtLr (14.5) 


假设 AW 和 AL 是 两 个 独立 的 随机 变量 ， 他 们 符合 相同 的 标准 正 态 分 布 ez = 
cw。 这 使 得 AC 也 满足 标准 正 态 分 布 ， 且 有 : 


oc=Cor VW +L™ (14.6) 
但 是 C (和 殉 ) 是 不 变 的 ， 因 此 当 多 = 工时 相对 误差 reXc 的 值 最 小 。 在 这 种 
情况 下 电容 的 相对 误差 为 


~ =a/L for W=L (14.7) 
这 意味 着 电容 的 形状 需要 被 设计 为 正方 形 。 


以 上 的 分 析 同 样 适 用 于 电容 比 。 假 设 理想 的 电容 比 为 


CG 
ca= 忆 >1 (14.8) 


并 且 C1 、C2 的 宽 长 分 别 为 列 、Li 和 W,、L。 假 设 更 、L1、Wi 和 工 满足 相同 的 
标准 正 态 分 布 ， 则 有 : 


2 =o ML + Wr + + WT (14.9) 
其 最 小 值 在 式 (14. 10) 情况 下 得 到 : 
Li =W =VoL, =VoW; (14. 10) 
最 小 值 为 
a LE (14.11) 
a Li 


这 一 位 置 当 电容 比例 为 1 时 ， 其 匹配 准确 度 最 高 。 
14. 2.3.2 了 咬 边 误差 

在 制造 工艺 工程 中 不 可 避免 的 会 在 电容 极 板 的 周围 产生 侧面 蚀刻 ， 如 图 14. 4 
所 示 。 这 会 导致 电容 值 的 减 小 ， 减 小 量 与 电容 的 周 长 成 正比 。 并 且 设 计 的 电容 比 
例 为 


+ J (14. 12) 
引入 咬 边 误差 后 实际 的 电容 比 为 
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图 14.4 咬 边 误差 


WL -2(W +Li)Ax 
WL -2(W, +L)Ax i 
式 中 ，Ax 为 咬 边 深度 ， 并 假设 其 在 电容 各 边 一 致 。 
由 前 面 的 分 析 ， 若 凤 = 得 到 : 
W =L(a- Vo -a) 


Li=b(a- Va -a) (14. 14) 
咬 边 误差 为 零 。 在 这 种 情况 下 标准 正 态 分 布 为 


= (FE) ve-2a (14. 15) 


然而 ， 减 小 咬 边 误差 的 一 种 比较 常见 的 方法 是 并 联 同一 电容 单元 来 构成 更 大 的 
电容 。 这 种 方法 可 以 保证 任何 两 个 电容 的 面积 周 长 比 都 是 相同 的 ， 从 而 保证 其 实际 
比率 与 理想 比率 基本 一 致 。 

由 前 面 的 分 析 可 知 ， 使 用 同一 电容 单元 可 以 得 到 更 为 精确 的 电容 比 。 所 以 ， 对 
于 比率 不 是 1 的 电容 对 来 讲 ， 需 要 使 用 同一 电容 单元 来 组 成 这 两 个 电容 。 如 果 每 个 
电容 单元 的 误差 相同 ， 则 电容 的 比例 与 误差 无 关 。 


h 


(64 


14.3 MOS 开关 


14. 3.1 一 种 简单 的 开关 电路 


开关 是 设计 开关 电容 电路 的 关键 ， 而 开关 电容 电路 是 模拟 数据 采样 电路 的 一 
种 。 图 14. 5a 为 最 简单 的 MOS 开关 的 示意 图 ， 而 图 14. 5b 为 带 有 寄生 电容 的 等 效 
电路 图 。 如 图 14. Se 所 示 为 控制 开关 的 时 钟 信 号 。 当 栅 电 压 为 高 时 ， 开关 打 开 
(NMOS 时 高 打开 ，PMOS 时 低 打 开 )。 在 这 种 情况 下 电压 Vps 会 在 开关 两 端 A、B 
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之 间 产 生 电 流 i。 由 于 机 电压 Vs 通常 会 大 于 A、B 端 电压 ， 可 以 假设 MOS 晶体 管 
工作 在 线性 区 ， 所 以 开关 中 的 电流 为 





ip =K[2(ves — V.)vps -vps’ ] (14.16) 
通常 有 
|vcs -及 | >> lvos| C1417) 
这 时 开关 可 以 看 作 是 一 个 线性 电阻 
有 1 
人 wm 3K -_V) (14. 18) 
c) 
图 14.5 
a) MOS 开关 b) 带 有 寄生 电容 的 开关 模型 c) 驱动 时 钟 
14. 3.2 时钟 馈 通 


如 图 4. 5b 所 示 ， 由 于 寄生 电容 的 存在 ， 在 使 用 简单 开关 时 会 产生 不 良 效应 。 
以 图 14. 6 为 例 来 说 明 这 个 效应 ， 并 假设 A 端的 电容 负载 为 CA&，B 端的 电容 负载 为 
Ca。 那 么 时 钟 信号 传导 到 A、B 端 满足 : 


(14. 19 ) 


典型 情况 有 Css = Cuu，C4= Cs =100Cs =100Csa， 则 有 ww =2p 一 0.01lvb。 这 意味 着 
一 个 与 时 钟 相 同 频率 ， 振 幅 为 0. 01v 的 信号 传导 到 了 A、B 端 。 

这 种 现象 就 是 时 钟 馈 通 效 应 ， 在 电路 设计 中 我 们 要 尽量 减 小 时 钟 馈 通 。 一 个 比 
较 典 型 的 做 法 是 引入 可 以 等 量 补偿 时 钟 馈 通 的 晶体 管 。 如 图 14. 7 所 示 为 一 种 可 能 
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的 方法 ， 引 入 伪 晶 体 管 ， 将 其 漏 极 和 源 极 连接 到 信号 线 上 ， 栅 电压 与 主 开关 栅 电 压 
相反 。 伪 晶体 管 只 是 起 到 补偿 作用 并 没有 实际 的 开关 功能 。 其 次 ， 时 钟 馈 通 效应 还 
可 以 通过 减 小 开关 尺寸 的 同时 增加 电容 值 来 实现 。 





开关 伪 唱 体 管 


图 14.7 使 用 伪 MOSFET 减 小 时 钟 馈 通 


14. 3.3 “CMOS 开关 : 传输 门 


同时 采用 NMOS 和 PMOS 构成 的 CMOS 开关 六 
或 传输 门 是 一 种 更 为 复杂 的 补偿 电路 ， 如 图 14. 8 
所 示 。 理 论 上 讲 ， 传 输 门 电路 各 个 节点 的 馈 通 信 
号 可 以 互相 抵消 。 传 输 门 的 另外 一 个 优点 是 由 于 从 Vea 
NMOS 和 PMOS 的 并 联 使 得 电路 的 导 通电 阻 线性 
度 更 好 。 并 且 可 传导 的 动态 信号 幅度 也 更 大 。 对 
单 管 开关 而 言 ， 如 果 输 入 信号 很 大 则 输出 信号 也 本 
会 很 大 ， 这 时 的 一 个 MOS 晶体 管 会 由 于 没有 足 办 
够 的 栅 源 电压 而 关 断 。 但 是 对 于 传输 门 而 言 同样 ”图 14.8 CMOS 开关 ; 传输 门 电路 
的 信号 会 使 得 另外 一 个 晶体 管 完全 打开 。 因 此 ， 
对 任何 给 定 电压 值 传输 门 电路 至 少 有 一 个 开关 可 以 打开 。 
对 于 CMOS 开关 的 设计 而 言 ， 需 要 互补 的 时 钟 信号 来 控制 两 个 开关 。 为 了 减 小 
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时 钟 馈 通 效应 ， 可 以 在 时 钟 信号 中 引入 小 量 延 迟 。 将 系统 时 钟 反 向 并 延迟 可 以 保证 
CMOS 开关 的 两 个 栅 压 是 互补 的 ， 如 图 14. 9 所 示 。 
输出 


时 钟 有 > [Ss | | | < 时 钟 


输入 
图 14.9 带 有 有 反 相 器 延迟 的 CMOS 开关 


尽管 有 很 多 方法 可 以 减少 时 钟 馈 通 , 但 是 实际 中 Ce 的 非 线性 部 分 是 难以 补偿 
的 。 并 且 ，MOS 开关 的 两 个 非 线性 电容 Cw 和 Ca 会 在 衬 底 与 信号 路 径 间 引起 谐 波 
畸变 和 耦合 噪声 。 并 且 当 开关 关闭 时 ， 由 于 反 向 偏 压 的 PN 结 的 存在 会 导致 MOS 
管 的 漏 源 间 存在 泄漏 电流 。 尽 管 电流 很 小 但 是 还 是 会 导致 漏 极 或 源 极 的 电荷 积累 ， 
除非 在 漏 极 和 源 极 与 地 间 存 在 直流 通路 或 至 少 偶尔 存在 直流 通路 。 最 后 ， 就 所 有 
MOS 电路 而 言 ，MOS 开关 是 相对 比较 容易 受到 热 噪 声 影响 的 。 


14.4 MOS 无 源 电阻 


在 集成 电路 芯片 中 有 时 会 需要 无 源 电阻 。 因 此 ， 为 了 器 件 的 完备 性 需要 在 工艺 
中 提供 无 源 电阻 器 件 ， 图 14. 10 所 示 为 CMOS 工艺 中 的 两 种 电阻 类 型 。 扩 散 电 阻 可 以 
通过 源 漏 扩散 来 实现 。 它 不 受 电压 影响 ， 并 且 其 寄生 电容 也 不 受 电压 影响 。 对 于 被 厚 
氧化 层 围 绕 的 机 电容 而 言 ， 如 图 14. 10b 所 示 。 其 寄生 参数 很 小 而 且 与 电压 无 关 。 
厚 氧化 物 区 金属 







CA 


图 14.10 CMOS 工艺 的 两 种 电阻 
a) 扩散 电阻 
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多 晶 硅 电阻 
N 衬 底 


b) 


图 14.10 CMOS 工艺 的 两 种 电阻 ( 续 ) 
b) 栅 电 阻 


14.5 小 结 


本 章 主要 讨论 用 于 模拟 信号 处 理 的 集成 电路 元 器 件 ， 包 括 电容 、 开 关 和 无 源 电 
阻 。 并 详细 介绍 了 存在 的 非 理想 效应 ， 包 括 开关 中 的 时 钟 馈 通 和 电容 比例 误差 ， 并 
提出 了 减 小 这 些 效应 的 方法 。 





“对 于 连续 性 有 两 点 比较 重要 的 需要 考虑 。 首 先 ， 连 续 性 很 大 程度 上 是 假定 
的 。 我 们 并 没有 连续 的 观察 一 件 事 ， 只 是 假设 它 具 有 连续 性 ， 尽 管 我 们 没有 连续 的 
观察 它 ， 但 是 其 经 过 的 条 件 却 是 我 们 可 以 感知 的 …… 其 次 ， 连 续 性 不 是 物质 特性 的 
充分 条 件 。 


拉 塞 尔 . 勃 兰 特 
感知 材料 与 物理 的 关系 
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15.1 绪论 


早期 比较 常用 的 滤波 器 是 无 源 滤波 器 [”'*] ， 其 主要 由 电感 、 电 容 和 变压器 构 
成 。 这 种 滤波 器 已 经 成 为 其 他 类 型 滤波 器 测量 和 比较 的 参考 。 主 要 有 以 下 几 方 面 原 
因 : 第 一 ， 无 源 滤波 器 可 以 满足 最 为 严格 的 各 种 电子 工程 设计 要 求 。 第 二 ， 对 元 件 
准确 度 波 动 的 低 敏 感性 ， 这 一 特性 在 实际 设计 时 是 非常 重要 的 。 最 后 ， 无 源 滤波 器 
没有 功 耗 。 

然而 ， 当 工作 频率 降低 到 音频 范围 或 是 低 于 音频 范围 时 ， 电 感 会 带 来 非常 严重 
的 限制 和 缺点 : 电感 的 值 很 大 ， 体 积 庞大 ， 生 产 成 本 昂贵 并 且 品 质 因数 较 低 。 因 
此 ,引入 有 源 滤波 器 的 主要 目的 是 弥补 无 源 滤波 器 在 低频 段 的 缺点 。 有 源 滤波 器 主 
要 由 电阻 、 电 容 和 有 源 器 件 ， 如 晶体 管 或 运算 放大 器 等 构成 ， 在 第 3 章 我 们 已 经 介 
绍 过 有 源 器 件 相 比 于 无 源 器 件 在 低 敏 感度 特性 方面 的 限制 。 

由 于 集成 电路 设计 技术 的 进步 ， 实 际 中 的 非 理 想 因 素 成 为 限制 模拟 有 源 滤 波 器 
作为 单 片 集成 电路 的 主要 原因 。 由 第 3 章 的 分 析 可 知 ， 理 论 上 讲 ， 有 源 滤 波 器 可 以 
通过 由 RC 乘积 决定 响应 函数 的 电路 来 实现 ， 如 图 2. 20 所 示 的 积分 电路 。 以 集成 
电路 形式 设计 这 样 的 滤波 电路 的 首要 困难 在 于 需要 精确 地 设计 RC 的 乘积 ， 而 精确 
的 RC 乘积 则 需要 更 为 精确 的 R 和 C 的 值 。 例 如 ， 设 计 一 个 集成 电阻 或 电容 ， 如 果 
R 和 C 的 误差 都 是 20% ， 则 RC 乘积 的 误差 就 能 达到 40% ， 这 在 任何 电路 中 都 是 
难以 接受 的 。 其 次 ， 大 绝对 值 的 器 件 在 集成 电路 中 会 占据 很 大 的 面积 。 而 以 晶体 管 
来 实现 电阻 则 需要 忍受 电阻 的 非 线性 。 尽 管 可 以 引入 附加 电路 来 消除 这 些 效 应 ， 但 
是 大 多 数 情 况 下 这 些 额外 的 电路 比 滤波 器 本 身 更 为 复杂 。 在 第 2 章 和 第 3 章 讨论 了 
另外 一 种 方法 ， 即 使 用 仅 由 跨 导 器 和 电容 构成 的 Cu - C 电路 。 跨 导 器 的 集成 电路 
设计 方法 在 第 13 章 已 经 介绍 过 了 。 

本 章 我 们 讨论 另外 一 种 非常 成 熟 的 电路 : 开关 电容 电路 [%] 。 这 种 方法 可 以 使 
用 MOS 工艺 在 集成 电路 中 实现 模拟 滤波 器 。 同 样 的 技术 在 数字 电路 设计 中 也 非常 
成 熟 。 电 路 的 关键 思想 非常 简单 。 如 图 15. 1a 所 示 电 路 结构 可 以 代表 所 有 种 类 的 开 
关 电 容 滤波 器 。 其 由 一 个 运算 放大 器 、 两 个 电容 和 一 些 模拟 开关 构成 。 开 关 由 周期 
性 的 时 钟 信号 控制 ， 如 图 15. 1b 所 示 ， 所 以 输入 电压 被 电容 采样 ， 并 在 半 个 时 钟 周 
期 后 通过 开关 传输 到 运 放 的 输入 端 。 

由 图 15. 1 中 给 出 的 时 钟 电路 我 们 可 以 得 到 电路 的 传输 函数 Fun/Tin : 
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Cp 


Vout (s) 





15.1 
a) 开关 电容 电路 b) 控制 开关 的 两 相 时 钟 


as Rs (15.1) 
Vi(s) 2(C,/C,)sinhTs/2 
开关 电容 滤波 器 与 图 2. 20 所 示 的 连续 时 间 积 分 器 的 根本 区 别 在 于 , 式 (15.1) 的 
传输 函数 主要 由 电容 比 C/C。 决定 ， 而 式 (2.93) 的 传输 函数 由 绝对 值 决定 。 因 
此 ， 一 个 由 具有 这 种 特性 的 模块 构成 的 电路 ， 其 电路 相应 主要 由 电容 比 决 定 而 与 电 
容 的 绝对 值 无 关 。 在 集成 电路 生产 过 程 中 ， 实 现 精确 的 电容 比 往往 比 实现 精确 的 电 
容 值 要 更 容易 实现 。 并 且 由 于 与 电容 的 绝对 值 无 关 ， 我 们 可 以 使 用 工艺 能 够 达到 的 
最 小 值 。 这 可 以 大 大 减 小 电容 在 电路 中 的 面积 。 

并 且 除 了 以 上 所 述 各 种 优点 ， 图 15. 1a 所 示 类 型 的 电路 还 不 容易 受 集成 电路 生 
产 过 程 中 引入 的 寄生 电容 的 影响 。 

总 之 ， 开 关 电 容 滤 波 器 主要 有 以 下 几 方 面 特点 : 

e 由 运算 放大 器 、 电 容 和 模拟 开关 构成 。 

。 电路 属于 模拟 数据 采样 电路 : 电路 直接 处 理 模拟 信号 ， 输 出 信号 根本 上 也 
是 模拟 的 。 滤 波 过 程 主要 用 于 对 信和 号 的 采样 。 因 此 ， 如 果 滤 波 器 的 输出 是 模拟 量 ， 
其 并 不 需要 对 信号 进行 编码 和 量化 ， 而 数字 滤波 器 却 需要 A -D 转换 和 D -A 转换 


T(8) = 
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来 处 理 。 
。 电路 的 性 能 由 电容 比 决定 而 不 是 电容 的 绝对 值 。 
。 滤波 器 可 设计 为 可 编程 的 。 
。 电路 结构 可 设计 为 对 寄生 电容 不 敏感 的 。 
。 滤波 器 可 模仿 无 源 滤波 器 的 低 敏感 特 性 进行 设计 。 
。 能 够 实现 用 于 电信 设备 的 高 准确 度 滤 波 器 。 
。 滤波 器 可 以 使 用 数字 电路 采用 的 标准 CMOS 工艺 来 生产 。 因 此 可 以 和 数字 
电路 设计 在 同一 芯片 上 。 
。 使 用 CMOS 工艺 设计 的 开关 电容 滤波 器 比 拥 有 相同 功能 的 数字 滤波 器 的 结 
构 更 加 简单 ， 功 耗 也 更 低 。 
除了 对 信号 进行 线性 滤波 这 个 最 重要 的 应 用 外 ， 开 关 电 容 电 路 可 以 用 作 振 荡 
器 、 调 制 器 、A - D 转换 器 、 语 言 合 成 中 的 语言 处 理 器 、 整 流 器 、 探 测 器 和 比较 
。 下 一 章 会 将 这 些 应 用 于 A 数据 转换 器 中 并 提出 一 种 混合 模式 处 理 器 。 然 而 ， 
本 章 列 出 了 开关 电容 滤波 器 的 详细 设计 ， 这 些 滤波 器 很 大 程度 上 要 依赖 第 2 ~ 3 章 
的 结果 和 第 10 ~ 14 章 采 用 CMOS 实现 的 集成 电路 。 


15.2 采样 信号 和 保持 信号 


开关 电容 滤波 器 对 信号 进行 采样 和 保持 如 图 15.2 所 示 。 假 设 信 号 f(t) 的 带宽 
为 wm， 以 如 图 15. 2a 所 示 进 行 采样 有 : 在 (nT) 时 刻 采样 并 保持 其 值 A nT)， 直 
到 (n+1)T 时 刻 进行 下 一 采样 。 采 样 值 在 每 一 周期 开始 进行 量化 。 则 结果 为 


关 (2Y 二 F fnT) [u(t -nT) - [u(t- (n+1)7]) (15.2) 


n= 


式 中 ，zv(t) 为 单位 阶 妈 函 数 。 在 曲线 中 间 的 函数 为 宽度 为 7 的 脉冲 单元 ， 其 起 始 
时 间 为 (nT) ， 传 里 叶 变 换 为 


古人 os |e -wr7 (15.3) 
因此 ,，f.(2) 的 健 里 叶 变 换 为 
F,(0) = {7( sez2je-er?] EfnT)er (15.4) 


5 fnT)e-r = of 至 。 Ann -nT)}= TE Fo (w -7) 


n=—%” =—% 


.15 F(w - nw,) (15. 5) 


n=-% 


则 : 
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f(D 








0 TT 27 
b) 


图 15.2 
a) 采样 和 保持 信号 b) 在 每 一 周期 开始 时 采样 后 的 量化 值 


F(w) = [rs ee} > me — nw,) (15.6) 
其 中 : F(w) = 2 F(w 一 Po) (LS.7) 
Hspg(o) 





—2wo 一 wo 0 wo 20w0 w 


15.3 采样 幅度 和 保持 函数 sinc(x) = sinx/x 


式 (15.7) 是 信号 在 脉冲 采样 后 的 频谱 。 而 频谱 ; 


四 sinwT/2) _jozy2 
Hsu(w) ={7( ): } (15.8) 


是 脉冲 后 保持 效应 产生 的 。 因 此 ， 如 图 15. 3 所 示 的 (sinx/x) 函数 要 乘 以 频谱 函 
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数 FF,(w)。 频 谱 的 幅度 会 由 于 因 式 (sinw7/2)/wT/2 发 生 畏 变 。 且 系数 e -ij ? 引 和 人 
一 个 线性 相位 差 或 固定 延迟 ， 这 可 以 看 成 由 式 (15.8) 所 示 的 传输 函数 所 代表 的 
采样 和 保持 函数 的 系统 特性 。 

从 前 面 的 分 析 可 知 ， 采 样 理论 在 这 种 情况 是 适用 的 。 然 而 由 于 式 (15.8) 中 
因子 所 引入 的 畸变 导致 无 法 恢复 采样 和 保持 信号 。 因 此 为 了 能 够 完整 地 恢复 和 重建 
信和 号， 必须 要 对 畸变 进行 补偿 。 

在 本 节 的 结束 ， 引 入 图 15. 4 来 介绍 带 有 连续 时 间接 口 的 完整 的 开关 电容 滤波 
器 。 其 各 个 模块 的 功能 如 下 : 

1. 抗 混 释 滤波 器 保证 输入 信号 的 频谱 被 限制 在 1/2 采样 频率 内 。 

2. 采样 和 保持 模块 保证 输入 到 数据 采样 滤波 器 (开关 电容 滤波 器 ) 的 数据 是 
量化 数据 (离散 数据 ) 。 

3. 平滑 滤波 器 将 采样 和 保持 信号 转化 为 连续 时 间 信 和 号 。 

4. 幅度 均衡 器 可 以 用 来 补偿 由 式 〈15.8) 中 sinx/x 引起 的 幅度 损失 。 实 际 补 
偿 约 等 于 将 效应 翻转 ， 其 函数 约 为 〈(x/sinx) 。 


输入 开关 输出 
抗 混 琶 采样 平滑 2 


15.4 ”用 于 连续 时 间 环 境 下 的 开关 电容 滤波 器 


15.3 振幅 导向 无 损 离散 积分 型 滤波 器 


本 节 主 要 介绍 一 类 非常 实用 的 开关 电容 滤波 器 。 其 特点 是 对 相关 器 件 值 波动 的 
低 敏 感性 ， 而 这 一 特点 正 是 实际 应 用 中 非常 重要 的 。 在 第 3 章 介绍 连续 时 间 滤 波 器 
时 已 经 介绍 过 模型 化 的 方法 ， 本 章 将 其 进行 完善 。 讨 论 中 用 到 的 电路 模块 和 结构 也 
可 以 用 在 本 章 介绍 的 其 他 类 型 的 滤波 器 中 。 


15. 3.1 状态 变量 梯 型 滤波 器 


如 图 15. 5 所 示 为 典型 的 无 源 梯 型 滤波 器 ， 其 中 各 个 分 支 之 间 相 互 独立 。 
以 串联 电流 和 节点 电压 关系 写 出 梯 型 滤波 器 的 状态 方程 。 为 了 方便 说 明 ， 假 设 
n 为 奇数 : 
l=271(V, —V,) 
VV =22(1 -1) 
B=2Z3!(V,—V) 


本 


T=2Z7 V1 (15.9') 
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其 传输 函数 为 
);: 遇 -六 (15. 10) 
& 
任何 满足 式 (15.9) 的 电路 都 会 有 相同 的 传输 函数 ， 不 论 其 分 支 的 具体 独立 
形式 是 什么 样子 。 注 意 尽量 不 要 在 方程 中 出 现 频 率 变量 。 
在 设计 满足 式 (15.9) 的 电路 时 ,我 们 需要 设计 满足 式 (15.9) 数学 方程 的 


频率 独立 的 分 支 电 路 。 如 图 15. 6 所 示 为 等 价 状态 变量 跳 蛙 梯 型 框图 。 





图 15.6 图 15.5 所 示 电 路 的 等 价 状态 变量 梯形 框图 


其 由 传输 函数 为 人 ，7T, ，…，T, 的 差分 输入 模块 连接 而 成 有 : 
请 
=D 
两 二 区 ( 讼 一 大] 


人 


(15, 11》 


以 下， 访 ，V，…， 玉 仿真 式 (15.9) 中 的 ,3，1s，…， 太 。 设 计 图 
15. 6 中 电路 模块 结构 满足 下 式 : 
站 去 而 Zi 1 
0 
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Ts =023! 


x eh! (15. 12) 
式 中 ，a 为 常数 。 则 图 15. 6 中 跳 蛙 梯 型 的 传输 函数 为 





Hi = ee (15. 13) 
8 
其 与 于 :所 表示 无 源 梯 型 的 仅 相 差 一 常量 。 因 此 ， 给 定 一 如 图 15. 5 所 示 完 整 梯 型 
结构 ， 如 果 给 出 具体 类 型 及 元 件 参 数 ， 则 可 以 确定 其 仿真 模型 并 设计 传输 函数 满足 
式 (15. 12) 的 电路 模块 。 相 反 如 果 我 们 确定 了 图 15. 6 中 电路 的 结构 模型 我 们 也 
可 以 找到 对 应 的 梯 型 结构 。 从 图 15. 6 开始 ， 其 中 电路 模块 分 为 两 种 基本 类 型 。 如 
图 15.7 所 示 ， 分 别 为 无 损 离散 积分 器 (LDI) 和 阻尼 离散 积分 器 (DDI) 。 


Vo ut 及 


out 


Cp Cp 


I | 『 | 
Ca Co 
了 人 
Ce 
二 + 二 十 
Vi Vi Va Vi 


J 二 


a) b) 


图 15.7 开关 电容 的 两 种 基本 结构 
a) 类 型 A: 无 损 离散 积分 器 (LDI) ”b) 类 型 B 阻尼 离散 积分 器 (DDI) 


它们 可 以 认为 是 一 类 电路 ， 只 要 其 满足 相同 的 传输 函数 就 可 以 满足 要 求 。 

类 型 A: 其 电路 模块 为 LDI 结构 ， 如 图 15. 7a 所 示 。 假 设 运 放 为 理想 运 放 ， 开 
关 由 图 15. 8 所 示 的 周期 为 了 无 交 秋 的 两 相 时 钟 控制 。 

电容 C。 在 上 = (mn-1)7 通 过 开关 连接 到 和 和 名， 在 1= (mn -1X2)7 时 刻 连接 
到 运 放 的 输入 端 。 运 放 的 输出 在 := (n -1)7T 时刻 进行 采样 。 因 此 有 : 


WasCnD =Voal Gn-DT+ 儿 (Va{(*- 雪 7}-Va{("- 去 7 
(15. 14) 
引 和 人 ZZ 变换 : 
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C 
Vose( 2) =2 "Vial(3) J (Va (z) — Vo(z)| (1 15) 


“| 


二 
Tf e 


a) 


pI 








图 15.8 
a) 开关 电容 b) 控制 开关 的 两 相 时 钟 


因此 ， 电 路 模块 的 传输 函数 为 
me Gj (15. 16a) 
© 





其 中 
y=sinh(T/2)s (15. 16b) 
类 型 B; 其 电路 图 如 图 15. 7b 所 示 ， 其 为 带 有 反馈 电容 Cc 的 LDI 结构 ， 为 阻 
尼 离 散 积 分 器 (DDI) 。 其 开关 控制 与 类 型 A 相同 ， 则 : 
Co 1 AW 了 
Vo (nT) =Vo{ Cn -1)7) + (va{(*- 2)7}-ve{(n-z)7}) CVn (n ~1)7) 


(15. 17) 
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z 变换 之 后 有 : 
Vaal) =27 tons) + E217 {Vas) ~ Va(#) | Cert Vals) 
(15. 18) 
加 Vz) 
ne 
gM 
Cs < Cc 
a a) 
了 
Ss 与 
[ej PA, 
Co 


其 中 
KL=cosh(T/2)s 
现在 以 这 些 模块 来 构建 如 图 15.6 所 示 电 路 ， 例 如 第 一 个 和 最 后 一 个 模块 为 类 
型 B， 其 他 的 模块 为 类 型 A。 如 果 采 用 图 15.9 所 示 的 完整 梯形 结构 ， 很 明显 其 为 
模拟 采样 数据 类 型 。 称 其 为 开关 电容 状态 变量 梯 型 滤波 器 。 





15.9 ”使 用 同一 类 模块 构造 的 状态 变量 开关 电容 滤波 器 


结合 式 (15.9) 和 式 (15.12) 可 知 其 开关 电容 网 络 与 如 图 15. 10 所 示 等 
价 ， 有 : 


C 
(或 C1) =2 (@)sih=2, 条 交 


De=( (15. 20) 


_{Ce 
Rs, ey be 
将 其 看 作 双 端 接 载 的 梯 型 的 两 端 ， 则 可 以 得 出 等 价 网 络 元 件 具 有 频率 独立 性 的 
结论 。 直 接 分 析 网 络 '*1 可 以 得 到 其 传输 函数 的 一 般 形式 : 
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(15.21) 





图 15.10 与 图 15.5 的 梯 型 网 络 等 价 的 网 络 


其 中 
A=tanh(7./2) (15.22) 
为 了 获得 在 原点 处 幅度 相应 的 最 大 平坦 度 和 将 一 个 零 导 数 点 设计 在 二 分 之 一 采 
样 频率 处 ， 必 须 有 : 
1 


> 
[Hz | TCDD (15. 23 ) 
全 
式 中 ,wo 为 3dB 点 ， 则 有 
wT/2 = m/w (15. 24) 
式 中 ，ww 为 弧度 采样 频率 。 在 wo 处 获得 最 优 的 等 幅 响应 需要 满足 : 
[Ei 一 (15.25) 
sin (wT/2) 
! emmy) 
式 中 ，7, 是 第 一 类 切 比 雪夫 多 项 式 。 
其 各 要 素 的 值 由 以 下 几 步 决定 : 
1. 构建 函数 
2 _ 4KR, cos” (wT/2) 
| Tm a (15. 26) 
或 者 
ls |2 = 4KR, cos’ (wT/2) Cs. 


2 sin (wT/2) 2 
Dr |) 


2. 构建 函数 
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Is =1- 15 | (15. 28) 
将 其 分 解 因数 得 到 
Su(A) = 估计 (15. 29) 
其 中 为 保持 稳定 性 ，D(A) 为 严格 的 赫 维 兹 多 项 式 。 
3. 使 用 
w=(1+y), A=y/ (15. 30) 
构建 函数 


1+SI Wan-1(Y) +b,(y) 
Th pe oly) say a 
式 中 ，a，d 为 偶数 多 项 式 而 b，c 为 奇数 多 项 式 。 

4. 以 为 常量 为 变量 将 Za 分 式 展开 。y 在 展开 式 中 的 系数 为 Ll ，C,， Ls， 
pres 其 为 图 15. 10 网 络 中 的 要 素 值 。 并 且 ， 从 式 (15. 20) 可 以 得 到 电容 比 。 

5. 选择 合适 的 天 可 以 调整 直流 增益 。 此 外 ， 可 以 在 设计 完成 之 后 通过 在 整体 
网 络 中 引入 合适 的 阻抗 比例 来 实现 对 直流 增益 的 调整 。 

6. 对 偶数 级 滤波 器 而 言 ， 除 了 其 负载 有 与 频率 相关 的 系数 RW 外 具有 相同 的 
等 效 电路 。 这 意味 着 在 获得 式 (15. 31) 的 过 程 中 可 以 将 其 转换 成 相同 的 形式 只 是 
将 用 1 车 换 掉 ， 并且 对 连 分 式 展开 式 进行 相同 的 处 理 。 最 后 引入 阻抗 为 Ri/p 
的 要 素 。 在 这 种 情况 下 ， 得 出 的 结果 可 能 不 相同 。 

下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 设 计 过 程 。 

设计 例子 : 计算 一 个 七 阶 低 通 切 比 雪 夫 滤 波 器 中 各 参数 的 值 ， 其 在 时 钟 频 率 为 
28KHz 时 带宽 为 3.4KHz， 通 带 纹 波 为 0.05dB。 在 这 种 情况 下 有 

f/fy =0.12 
sin( mfo/fy) =0.37 
因此 由 式 (15.23) ~ 式 (15.30) 且 0=mh/fn, K=1/4，Ri =1， 得 到 
三 二 全 
1 +0.017? (sing/0. 37) 
cos28 
1 351-17001 (sing/0. 37) 
sin20 +0. 017T2 (sing/0. 37) 
1 +0.017 (sing/0.37) 

以 上 表达 式 是 A 域 的 因 式 ， 选 择 左 半 平面 的 极点 (并且 为 了 得 到 最 小 的 相位 

响应 可 以 选择 左 半 平面 的 零点 ) ， 然 后 由 式 (15. 30) 得 到 
_1507477 +7629. 007& +591475 +1889y’p +622y’ +115y% +16y + 
nly, 人) = 3549y5 + 1680y + 1120y* +32673 + 12y. +1 

以 y 为 变量 对 上 式 进行 连 分 式 展开 ， 得 到 图 15. 10 所 示 各 要 素 值 。 


Si a = 
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万 =4.53，C =4.12, Ls =5.18, C4 =4.4- 
Ls=4.77, G6 =3.74, Ly,=2.05, R,=!1 
实际 的 电容 比 可 以 从 上 面 的 值 和 式 (15.20) 得 到 。 得 到 的 网 络 增益 为 0. 25 
( -6dB)。 在 整个 网 络 引 入 阻抗 系数 0.5 可 以 将 增益 调整 到 1 (0dB)。 


15. 3.2 杂 散 不 敏感 型 LDI 梯 型 滤波 器 


在 硅 基 集成 电路 中 设计 开关 电容 滤波 器 时 需要 考虑 第 10 章 讨论 的 寄生 电容 的 
影响 。 因 此 ， 需 要 注意 使 用 与 图 15.7 中 电路 模块 具有 相同 传输 函数 ， 但 是 对 寄生 
电容 不 敏感 的 电路 。 对 图 15.7 中 电路 模块 进行 处 理 后 可 以 很 容易 的 达到 系统 要 求 。 
在 介绍 处 理 方法 之 前 ， 首 先 详 细 回 顾 一 下 寄生 电容 带 来 的 问题 。 如 图 15. 11 所 示 为 
一 典型 的 对 寄生 参数 敏感 的 电路 。 其 中 电容 Ci 代表 节点 1 的 所 有 寄生 电容 。 其 中 
包括 开关 管 的 源 漏 电容 ， 以 及 两 晶体 管 到 C4 上 极 板 的 导线 的 寄生 电容 。 寄 生 电 容 
的 总 量 难以 控制 ， 但 其 误差 可 以 高 达 设 计 值 的 50% 。 提 高 电容 准确 度 比 较 简 单 的 
方法 是 增加 C4 的 面积 ， 但 是 这 种 方法 是 不 可 行 的 ， 它 会 增加 芯片 的 面积 。 另 外 ， 
在 图 15. 115 中 ,寄生 电容 C1 由 Vi, 充 电 并 放电 到 地 。 而 C, 和 C3 两 端 都 连接 到 地 。 
而 C4 也 由 运 放 的 低 阻 抗 输 出 端 驱动 。 需 要 注意 不 能 让 这 些 电容 影响 图 15. 11b 所 示 





b) 


图 15. 11 
a) 对 杂 散 敏感 电路 模块 b) 对 杂 散 不 敏感 电路 模块 
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电路 性 能 。 然 而 ， 电 路 对 时 钟 信号 与 节点 4 之 间 的 寄生 电容 比较 敏感 。 这 种 影响 可 
以 通过 改变 时 钟 电路 来 最 小 化 ， 后 面 会 对 其 进行 说 明 。 

应 用 前 面 讨 论 过 的 对 杂 散 不 敏感 的 电路 模块 可 以 设计 出 对 寄生 不 敏感 的 跳 峙 梯 
型 滤波 器 ， 其 设计 步 又 如 下 : 

(a) 以 图 15. 12 所 示 方 法 修改 图 15. 6 中 状态 变量 跳 蛙 梯 型 滤波 器 电路 图 。 显 
然 ， 修 改 后 的 电路 与 原 电 路 具有 相同 的 传输 函数 。 在 每 个 电路 模块 输入 端 引 入 加 法 
器 来 模拟 满足 式 (15. 11) 的 图 15. 5 所 示 的 梯 型 滤波 器 。 





图 15. 12 可 替代 图 15. 5 的 有 源 模 拟 梯 型 网 络 


(b) 使 用 图 15. 13 和 图 15. 14 来 代替 图 15. 7 的 电路 模块 。 


Cp 


Cp 


b) 


图 15.13 对 杂 散 不 敏感 电路 ， 类 型 A 
a) 正 型 b) 负 型 
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其 主要 包括 : 
修改 类 型 A: 图 15. 13 中 所 示 电 路 ,传输 函数 对 于 图 15. 13a 中 电路 而 言 为 





Se 可 (15..32) 


对 于 图 15. 13b 所 示 电 路 为 


-1/2 
了， 二 


一 委 
Cs = Cs 
eh 2(€ )? 


修改 类 型 B。 如 图 15. 14 所 示 电 路 ， 其 传输 函数 对 于 图 15. 14a 电路 而 言 为 





(15. 33) 


7 Ee 15. 34 
”Gf -| Ce\ 2C +Cec Ce ER 
“| 人 | Ge a 





15. 14 ”对 杂 散 不 敏感 电路 类 型 B 
a) 正 型 b) 负 型 
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对 于 图 15. 14b 中 电路 而 言 : 

a | -zl2 
hn 7 (15. 35) 
cl(1-: Z| TB 
(e) 在 应 用 修改 后 的 电路 模块 实现 图 15. 12 所 示 电 路 时 ， 有 两 点 需要 注意 。 
第 一 ， 正 型 和 负 型 电路 模块 可 以 互相 替换 。 第 一 ， 第 一 个 和 最 后 一 个 模块 属于 类 型 
B， 其 余 模块 为 类 型 4。 显然 ， 加 法 操作 可 以 通过 在 每 个 电路 模块 中 加 入 相同 容 什 
的 C。 来 实现 ， 即 在 需要 相 加 的 电压 与 C。 初始 连接 位 置 之 间 ， 如 图 15. 15 所 示 的 类 
型 A 模块。 括号 之 间 所 示 为 负 类 型 A 的 时 钟 相位 。 对 带 有 加 法 器 的 类 型 B 模块 也 
采用 相同 的 协议 ， 图 15. 16 所 示 为 一 个 五 阶 滤波 器 的 例子 。 





pl 
bh 


Cp 





Vout 


Va (3 一 Vimz 


b) 


图 15. 15 
b 中 74 为 正 型 时 的 LDI 加 法 器 典型 电路 。 
括号 中 Th 为 负 型 时 的 时 钟 相 位 。 在 类 型 B 电路 中 对 输入 采用 相同 的 处 理 


经 过 上 述 各 修改 步骤 ， 得 到 的 滤波 器 与 图 15. 17 所 示 电 路 具有 相同 的 等 效 电 
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al 





图 15.16 带 有 杂 散 不 敏感 模块 的 五 阶 低 通 滤波 器 


路 ， 其 与 图 15. 10 所 示 电 路 一 样 ， 只 是 每 个 阻抗 的 幅度 需 乘 以 系数 z-'”。 对 传输 
函数 的 每 项 都 乘 以 相同 的 系数 并 不 会 影响 滤波 器 的 幅度 响应 。 然 而 ， 设 计 的 滤波 器 
结构 的 一 大 优势 就 是 其 对 IC 工艺 固有 的 寄生 电容 干扰 不 敏感 。 


Ro Hz Liyz* Laye™* Li 





15. 17 杂 散 不 敏感 LDI 梯 型 滤波 器 的 等 效 电路 


我 们 可 以 使 用 电感 和 电容 符号 来 代表 阻抗 单元 ， 并 引入 频率 相关 系数 tx， 其 
中 x 可 以 分 别 代 表 三 种 情况 ,x =y, x =s 或 x = 和 AA。 因 此 我 们 可 以 认为 引入 yy 域 的 
电感 和 电容 等 。 由 于 上 下 文 的 背景 非常 清楚 ， 这 样 描述 并 不 会 引起 混淆 。 

图 15. 18 所 示 为 应 用 我 们 刚刚 讨论 过 这 些 技术 设计 的 典型 切 比 雪夫 滤波 器 的 
响应 。 


15. 3.3 一 种 近似 的 设计 方法 
传统 的 开关 电容 滤波 器 设计 理论 基础 为 ， 对 比 信号 带宽 而 言 ， 有 一 个 较 高 的 采 
样 频率 。 这 种 假设 使 得 设计 方法 非常 简单 ， 并 给 出 了 相关 的 无 源 集 总 原型 。 为 了 对 
其 进行 说 明 ， 我 们 设计 采样 频率 为 


ON >>w (15.36) 
式 (15.36) 对 于 关心 的 频带 内 的 所 有 w 值 成 立 。 则 在 jw 轴 有 : 
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0.1 0.2 0.3 
w/wN 


15. 18 五 阶 切 比 雪 夫 LDI 滤波 器 的 幅度 响应 


sinh(jmw/wN) mo/ Wy 
cosh( jmw/wn) =1 (15. 37) 
并 且 我 们 得 到 与 如 图 15. 19 所 示 滤 波 器 近似 相等 的 等 价 电 路 ， 如 图 15. 19 所 示 
为 参数 值 为 g, = L,，C, 的 阻抗 终端 LC 梯 型 网 络 。 在 这 种 条 件 下 我 们 得 到 如 图 
15. 19 所 示 开 关 电 容 等 价 网 络 的 各 元 素 值 : 


=R g =L 1 =L3's 





15. 19 ”在 高 采样 频率 前 提 下 的 LDI 滤波 器 的 近似 等 效 电路 


g':=g,T/WN =8,T/2 (15.38) 
然而 ， 这 种 办 法 是 不 精确 的 ， 并 带 有 许多 不 能 容忍 的 缺点 。 首 先 ， 需 要 非常 高 
的 采样 频率 ， 这 使 得 滤波 器 的 应 用 被 其 带宽 严重 的 限制 了 。 其 次 ， 由 于 各 元 件 的 值 
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受 采 样 频率 影响 ， 高 采样 频率 导致 大 的 电容 比 。 并 且 无 法 应 用 可 变 时 钟 频率 对 滤波 
器 进行 编程 。 


15.4 基于 无 源 集 总 原型 的 滤波 器 设计 


基于 无 源 集 总 原型 滤波 器 的 设计 方法 中 ， 首 先 在 s 域 中 完成 对 LC 梯 型 滤波 器 
原型 的 设计 ， 而 后 对 其 进行 双 线性 变换 ， 使 得 滤波 器 满足 设计 要 求 。 因 此 ， 在 设计 
低 通 LC 滤波 器 原型 时 需要 采用 下 式 的 变换 : 

S 一 AAA (15. 39 ) 

这 意味 着 使 用 阻抗 为 CA 的 元 件 代替 每 一 个 电感 ， 阻 抗 为 CAQ% 的 元 件 代 替 
每 一 个 电容 。 这 里 : 

420 =tan( mwo/ ww) (15.40) 
因此 ， 得 到 如 图 15. 20 所 示 的 和 域 梯 型 网 络 。 其 传输 函数 为 经 过 双 线 性 变换 的 相对 
应 的 集 总 原型 的 传输 函数 。 


LiX 





图 15.20 由 无 源 集 总 原型 得 到 的 和 域 梯 型 网 络 


然后 找到 可 以 在 和 平面 实现 梯 型 滤波 器 的 开关 电容 电路 模块 。 事 实 上 ， 这 些 
开关 电容 电路 模块 与 在 前 一 节 讨论 的 构建 LDI 梯 型 滤波 器 的 电路 模块 基本 一 致 。 其 
不 同 点 在 于 需要 引入 额外 电容 来 保证 输入 端 传输 的 虚 轴 引 和 人 有限 零点 。 因 此 ， 需 要 
将 图 15. 13 和 图 15. 14 所 示 电 路 与 图 15. 21 所 示 的 更 为 复杂 的 输入 级 结合 在 一 起 。 
现在 进行 详细 介绍 。 

首先 ， 直 接 分 析 图 15. 21 中 的 电路 ， 得 到 其 传输 函数 :; 

Ve -CHC -0a y=26R 
六 (2C, + Cr)y + Cm 415.413 

在 采样 和 保持 电路 的 缓冲 级 中 需要 设计 额外 的 运算 放大 器 。 

假设 在 满足 滤波 器 具体 要 求 的 前 提 下 ， 我 们 已 经 设计 完成 n 阶 椭圆 A 域 梯 型 
网 络 ， 如 图 15. 20 所 示 ， 并 且 假 设 滤 波 器 的 阶 数 为 奇数 。 经 过 一 些 操作 后 将 电路 转 
换 为 可 以 使 用 开关 电路 模块 进行 仿真 的 形式 。 首 先 ， 提 取 在 每 一 支 路 电容 中 和 相应 
的 在 和 A = +1 位 置 的 并 联 电感 相关 的 负电 容 。 并 联结 合 L,A 和 -五 /A 得 到 阻抗 : 
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L( —-L/A) 议 





i Cy (15. 42) 
这 样 得 到 了 如 图 15. 22 所 示 网 络 。 
加 Cc 4 po cy 办 
7 


办 CC 内 
Vin | 
可 5 
fs 让 4 
2 
Vin 
ls, 
Vin © 


Cas 


图 15.21 一 个 合成 的 LDI 电路 模块 





图 15.22 修改 后 的 图 15. 20 的 网 络 


” 然后 应 用 诺顿 定理 ， 以 压 控 电流 源 (VCCS。) 来 代替 隔 直 电容 C2，C4……。 
最 后 以 来 分 解 所 有 阻抗 (包括 压 控 电流 源 的 跨 导 )。 其 幅度 并 不 影响 网 络 的 电压 
转移 函数 ， 在 这 种 情况 下 其 转移 函数 为 电压 传输 比 。 最 终 得 到 的 网 络 如 图 15. 23 
所 示 。 


15 微 电 子 开关 电容 滤波 器 的 设计 337 





图 15. 23 所 示 网 络 的 工作 模式 可 以 通过 下 面 的 状态 方程 来 描述 : 
-从 -十 Cj 区 


es Wl a ja a a eg, ST C13.43) 


ee j=2, 4, 6, (15. 44) 
J 
(1/R)V, — (pls) + CyVs 
= -dl as ele 1 A 
Vi = Gy + Cn/ RD (15.45) 
(nl,-1) + Oy 
| C' 7y + (MAR ) (15. 46) 
对 比 图 15. 13 和 图 15. 14 中 所 示 LDI 电路 模块 的 传输 函数 和 式 (15.43) 和 式 
(15.44) ， 可 得 可 以 使 用 图 15. 13 和 图 15. 14 中 电路 模块 来 设计 实现 式 (15. 43) 
和 式 (15.44) 所 描述 电路 。 与 此 对 应 , 式 (15.45) 和 式 (15.46) 所 描述 的 终端 
模块 (输入 端 和 输出 端 可 以 用 图 15. 21 中 传输 函数 为 式 (15.41) 的 电路 模块 实 
现 。 以 设计 实现 五 阶 滤波 器 的 详细 过 程 为 例 。 其 五 个 状态 方程 为 





(AR )T - (ph) + C'syVs 
dp Be MD 
je 人 (15.47) 
wl = (15. 48) 
J 
yp 2 (2) - WE + YC (15. 49) 
大 (15. 50) 


本 (pla) +C'ayVs 
" C'sy+(p/R) 
图 15. 24 所 示 为 五 阶 椭圆 开关 电容 滤波 器 电路 图 。 


C15..5L) 


HL 


-1 





> 
电 ~ 
CO 


CT =CI+C2 C3 =C3+Co2+C4 Cr 三 GTC 
图 15.23 将 图 15.22 中 的 阻抗 乘 以 系数 1 和 以 压 控 电流 源 代 蔡 隔 直 电 雁 处 理 后 的 网 络 图 
为 了 确定 电容 比 ,将 SC 电路 的 状态 函数 改写 为 以 下 形式 : 
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15.24 在 jw 轴 上 带 有 有 限 零点 的 五 阶梯 型 滤波 器 


-2C4 太一 Cl (22 公 ) -2C3y Vs 


Ws (15. 52) 


《2Ci +C)Y +Cp 


”Ca + CV 


= 2Cny (15.53) 

_ 一 2Capm -的 -2C3y (15. 54) 
2 -et Ca (15.55) 

汪 一 2C35 人 W -Cs (zoW,) (15. 56) 


(2Css1 + Ce)y + Cop 
而 后 将 出 现在 式 (15.47) ~ 式 (15.51) 的 变量 全 部 用 式 (15.52) ~ 式 
(15.56) 中 的 电压 模拟 ， 建 立 如 下 响应 : 


VV, (15. 57) 
Vi (15. 58) 
z! Vub, (15.59) 


VA (15. 60) 
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WV (15. 62) 
通过 对 电路 模块 的 传输 函数 的 系数 与 梯 型 原型 的 状态 方程 的 系数 取 等 可 以 得 到 


电容 比 。 可 以 通过 下 面 的 步骤 得 到 电容 比 : 


(1) 对 于 模块 1 有 : 
. C， 
ratiol =2C1 +C. 
2C,1 
区 


5 


ratio2 = 


Cal 
2Cil +C, 
Cal 
3G +C (15. 63) 


ratio3 = 


ratio4 = 





(2) 对 于 模块 n 有: 


n-l,n 


Gi 二 Cs 





ratiol = 
Cs 

a 

2Cn -2,2n 

2C,,n + Ce (15.64) 


ratio = 


(3) 对 于 模块 i 有 (i 为 奇数 ): 


ey 


2Ci,i 





ratiol = 


ori 
ratio2 = 一 二 

i 
Ci-2i 


2C 





ratio3 = 


。 Ci +2i 
ratio4 “es ( 15; 65 ) 
(4) 对 于 模块 i (i 为 偶数 ) 有 : 


Ct 
ratiol = 26. 


rep 
ratio2 =— 


(15. 66) 
通过 以 上 方程 可 以 得 到 电容 总 量 和 动态 范围 的 最 小 值 。 方法 会 在 下 一 章 详细 介 
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绍 。 但 是 这 一 选择 在 设计 中 可 以 不 采用 。 编 写 一 个 MATLAB 程序 来 实现 设计 过 程 
是 比较 容易 的 。 读 者 可 以 编写 程序 以 下 述 顺 序 来 求 出 电容 值 : 
Cu 了 Cl ? C2 3» Ca ? C 


号 


Gias Ci Ci 1,ifor i even 
(= Cii, Cirli? Ci_2i, Ci 42,ifor i odd 
Gi lun? Ci Cn -2, nCil with C, = (15.67) 


下 面 通过 例子 来 对 上 述 方法 进行 说 明 。 

例子 : 设计 一 个 椭圆 滤波 器 ， 其 通 带 边缘 为 采样 频率 的 0. 144 倍 ， 带 内 纹 波 
0.044dB， 阻 带 边缘 为 采样 频率 的 0. 2 倍 ， 其 最 小 衰减 为 39dB。 

使 用 MATLAB 得 到 需要 的 5 维 方程 和 应 用 椭圆 滤波 器 表 [5] 得 到 规范 化 的 原型 
器 件 值 : 

Ci =0. 85535, C3 =0.15367, L, =1. 20763 ，C; =1. 48438 ，C4 =0. 46265 ， 

Ls =0.89794，C5 =0.63702，R = Ri =1 

将 这 些 值 被 tan ( mwo/wn ) 除 得 到 和 域 的 值 。 然 后 使 用 式 (15.63) ~ 式 
(15.67) 可 以 得 到 电容 比 进行 最 终 的 设计 。 

给 出 各 个 模块 的 计算 结果 : 

Building block 1 0.40365, 2.0000, 0.40365, 0.29011 

Building block 2 0.40274, 0.40274 

Building block 3 0.18998, 0. 1998, 0. 13654 ，0. 283263 

Building block 4 0.54164, 0.54164 

如 果 能 够 允许 的 最 小 电容 值 为 1 pF (或 者 是 单位 电容 ) ， 且 具有 最 小 电容 比 
(将 会 在 下 一 章 详细 解释 ) ， 可 以 以 式 (15.67) 的 顺序 得 到 电容 值 如 下 : 

Block 1 2.78281, 2.05561, 2.78281, 1.00000, 2.78281 

Block 2 1.00000, 1.24149, 1.000000 

Block 3 1.08329, 1.00000, 1.08329 

Block 4 1.08329, 1.00000, 1.08329 

Block 5 1.00000, 0.90132, 0.74644, 1.00000 

并 且 电 容 总 值 为 37. 42644pF (或 单元 值 ) ， 其 中 最 后 一 个 电路 模块 的 电容 值 可 
以 确定 为 CG, = 1， 也 可 以 按照 意愿 来 按 比例 定 值 。 图 15. 25 所 示 为 时 钟 频率 为 
10kHz 时 滤波 器 的 响应 。 

带 通 滤波 器 的 设计 流程 与 此 相同 [%%] ， 如 图 15. 26 所 示 为 典型 的 六 阶 滤波 器 结 
构 ， 其 响应 曲线 如 图 15. 27 所 示 。 
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15.25 ”例子 中 五 阶 滤波 器 的 响应 曲线 





图 15.26 六 阶 带 通 滤波 器 结构 图 


342 信号 处 理 与 集成 电路 





0 1000 2000 3000 4000 
频率 /Hz 


图 15.27 ”典型 六 阶 带 通 滤波 器 响应 曲线 


15.5 级 联 设计 


在 设计 低 阶 滤波 器 时 ， 如 果 滤 波 器 的 敏感 性 不 是 首要 关心 的 问题 ， 如 相对 低 阶 
的 滤波 器 ， 则 设计 的 最 简单 的 方法 是 将 传输 函数 分 解 为 两 级 因 式 〈 第 一 级 可 作为 
奇数 级 传输 函数 ) ， 每 个 因 式 可 以 通过 一 个 简单 电路 来 实现 ， 将 电路 级 联 即 得 到 我 
们 想 要 的 滤波 器 电路 。 这 种 方法 与 设计 数字 滤波 器 和 模拟 连续 滤波 器 采用 的 方法 相 
似 。 因 此 ， 可 以 通过 前 面 的 说 明 得 到 z 域 的 传输 函数 ， 并 且 可 以 严格 按照 第 5 章 所 
示 的 步骤 来 使 用 MATLAB 进行 辅助 设计 。 可 以 将 传输 函数 改写 为 以 下 形式 ; 


H(z) = LH,(z) (15..68) 
一 个 典型 的 二 次 因 式 形式 为 


H(z) = 


CO +alz-! + qz 
bo + bz ! + bz™? om. 
图 15. 28 所 示 为 设计 完成 的 开关 电容 滤波 器 。 

事实 上 用 于 对 传输 函数 做 因 式 分 解 的 MATLAB 函数 也 可 以 用 来 确定 传输 函数 
各 因 式 。 将 以 上 表达 式 与 传输 函数 对 比 得 到 电容 比 ， 传 输 函 数 在 前 面 章节 已 经 介绍 


过 了 ,为 
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» {eT=De (IH 
WD) tCG4B -FD)-i + (1 Be St 


其 中 , 假设 4=B=D=1 


一 级 因 式 形 式 为 
了 -1 
Hi,(z) a (15.71) 
GC 
bal 
E 上 可 
多 
1 1- 
1 1 B 
名 G Sa 1% 
eo k ip 2 
内 go | pe 中 
$9 - H 一 T 一 
I 
i | 


J 
图 15.28 式 (15.70) 中 二 级 因 式 的 实现 电路 


根据 零 极点 对 位 置 的 不 同 可 以 选择 图 15. 29 中 四 个 电路 中 的 一 个 作为 其 实现 形 
式 。 因 此 ， 对 于 图 15. 29a 有 : 


CG 0) 0 
H(z) 了 es 区 (15.72) 
对 图 15. 29b 有: 
CG 40) -C2 
H,(s) A (15.73) 
对 图 15. 29e 有 ， 
C3 + Ciz-1! 
0) TT (15.74) 


对 于 图 15. 29d 有 : 
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H,( ) = C3+C1z! 
nt 


其 中 ， 所 有 的 电容 值 都 与 C4 有 关 。 


(15.75) 





图 15.29 式 (15.72) ~ 式 (15.75) 描 述 的 滤波 器 的 几 种 实现 方式 〔 阶 数 相同 ) 


事实 上 , 在 第 5 章 用 到 的 所 有 设计 数字 滤波 器 的 数字 传输 函数 ， 都 可 以 在 使 用 
级 联 设计 方法 设计 开关 电容 滤波 器 时 使 用 。 


15.6 移动 通信 中 的 应 用 : 语音 编 解码 器 和 数字 调制 解 调 器 


15.6.1 语音 编 解码 器 


脉冲 编码 调制 器 ( Pulse code modulation，PCM) 用 于 在 电话 通道 中 传输 语音 信 
息 ， 其 电路 图 如 图 15. 30 所 示 。 在 以 8. 0kHz 采样 频率 采样 之 前 ， 需 要 将 语音 信和 号 
的 带宽 限制 在 3. 4kHz 以 内 。 并 需要 将 50Hz 或 者 60Hz 的 电源 线路 频率 去 除 。 这 些 
功能 由 作为 发 送 滤 波 器 的 开关 电容 带 通 滤波 器 完成 。 

在 接收 端 采用 低 通 开关 电容 滤波 器 。 发 送 和 接收 滤波 器 的 理想 响应 曲线 如 图 
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PCM highway 


馈 电 振 铃 管理 
混合 2W/4W 
测试 





图 15. 30 脉冲 编码 调制 语音 CODEC 


15. 31 所 示 ， 甚 设计 说 明 会 在 下 面 详细 介绍 。 


振幅 振幅 
0 3500 3400 Ha 0 3400 Hy 
a) b) 


图 15.31 理想 发 送 和 接收 CODEC 滤波 器 特性 


设计 完整 的 编码 解码 器 (CODEC) 有 两 种 方法 。 第 一 种 是 将 编码 器 和 解码 器 
设计 在 一 块 芯片 上 ， 将 发 送 和 接收 滤波 器 设计 在 另外 一 块 芯片 上 。 另 一 种 方法 是 将 
编码 器 和 发 送 滤波 器 设计 在 一 块 芯片 上 ， 而 将 解码 器 和 接收 滤波 器 设计 在 另外 一 个 
芯片 上 。 在 第 二 种 方法 中 将 两 个 滤波 器 分 开 ， 可 以 减少 编码 解码 器 (CODEC) 在 
异步 工作 时 的 串扰 和 噪声 。 在 编 解码 芯片 上 的 应 用 是 开关 电容 滤波 器 的 主要 应 用 方 
武之 一 


15. 6.2 数字 调制 解 调 器 


开关 电容 滤波 器 也 是 应 用 在 数据 调制 解 调 器 中 的 双 带 低 通 滤波 器 的 重要 组 成 部 
分 。 其 被 用 来 在 电话 通道 中 同时 发 送 和 接收 数据 。 滤 波 器 的 理想 幅度 响应 曲线 如 图 
15. 32 所 示 。 其 需要 在 通 带 内 保持 一 个 接近 线性 的 相位 特性 并 具有 特定 的 时 间 响 
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应 。 这 两 种 滤波 器 可 以 设计 在 同一 芯片 内 。 
振幅 


40 B00 1200 T1600 2700 2400 280 
图 15. 32 理想 全 双向 调制 解 调 滤波 器 响应 


15.7 小 结 


本 章 介绍 了 几 种 设计 片上 开关 电容 滤波 器 的 技术 。 开 关 电容 滤波 器 对 采样 数据 
进行 处 理 ， 并 在 某 些 应 用 中 取代 了 连续 时 间 滤 波 器 和 数字 滤波 器 。 本 章 最 后 介绍 了 
开关 电容 滤波 器 在 电信 设备 中 的 典型 应 用 。 由 于 开关 电容 滤波 器 属于 模拟 电路 ， 其 
比较 容易 受到 各 种 各 样 的 非 理 想 因 素 影响 ， 这 些 将 会 在 下 一 章 详细 介绍 。 开 关 电 容 
滤波 器 可 以 进一步 扩展 用 来 设计 其 他 信号 处 理 器 ， 在 第 17 章 中 我 们 会 讨论 一 个 比 
较 全 面 的 例子 。 


习 题 
15.1 设计 实现 开关 电容 LDI 滤波 器 ， 其 传输 函数 为 
HCA) = (Ls=A 2 


1+26. 15A +294. 10A2 +2441. 87A3 + 10018. 20A4 +44783. 60》5 
15.2 下 述 为 对 应 用 在 PCM 电话 中 的 CODEC 的 接收 低 通 滤波 器 的 详细 指标 说 明 : 
通 带 : 0 ~3. 4kHz， 纹 波 0. 25 
截 带 边缘 在 4. 6kHz， 衰 减 宇 30dB。 
设计 一 满足 上 述 要 求 的 LDI 切 比 雪 夫 滤 波 器 。 
15.3 图 15.33 中 所 示 为 一 标准 三 阶 椭圆 低 通 滤波 器 原型 ， 其 截止 频率 为 w=1， 纹 波 0.25dB， 
阻 带 边缘 与 通 带 边缘 的 比例 为 1.5。 将 其 转换 为 截止 频率 为 3kHz， 时 钟 频率 为 20kHz 的 开 
关 电 容 滤波 器 。 


795.1177mH 






448.2071mF 


图 15. 33 


15 微 电 子 开关 电容 滤波 器 的 设计 347 





15.4 按照 以 下 要 求 设计 一 个 最 大 平坦 度 的 级 联结 构 滤 波 器 : 
通 带 : 0 ~1kHz， 衰减 <0. 1dB。 
阻 带 边缘 3kHz， 衰 减 宇 30dB。 
采样 频率 : 10kHz。 
15.5 设计 一 级 联结 构 的 椭圆 滤波 器 ， 能 够 满足 问题 15. 2 中 语音 调制 解 调 器 的 要 求 。 


15.6 设计 一 椭圆 带 通 梯 型 滤波 器 应 用 于 PCM 语音 调制 解 调 器 中 作为 发 送 端 滤波 器 ， 其 要 求 
如 下 : 


通 带 : 300Hz ~3. 4kHz， 最 大 衰减 0. 25dB。 
低 端 阻 带 边缘 为 5Hz， 最 小 衰减 为 25dB。 
高 端 阻 带 边缘 为 4. 6kHz， 最 小 衰减 为 32dB 
15;7 15. 34 所 示 为 一 椭圆 带 通 滤波 器 ， 其 满足 如 下 要 求 : 
通 带 : 1.0 ~2.0kHz， 纹 波 0.2dB。 
阻 带 边缘 在 0.5 和 3.0kHz， 最 小 衰减 为 30dB。 
(a) 设计 滤波 器 中 所 使 用 的 低 通 滤波 器 原型 。 
(b) 对 于 给 定 的 滤波 器 使 用 双 线 性 变换 设计 一 个 时 钟 频率 为 8kHz 的 开关 电容 滤波 器 ， 其 
通 带 边缘 频率 不 变 。 求 出 开关 电容 滤波 器 的 阻 带 边缘 频率 。 


90.1841UH 482.9176uH 







26.2263hF 。 140.4365hE 










179.5011hF 






70.557hH 70.557hH 


图 15. 34 


15.8 求解 问题 15.7 中 滤波 器 的 传输 函数 ， 并 使 用 级 联结 构 将 其 实现 。 
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16.1 绪论 


在 之 前 的 章节 中 ,开关 电容 滤波 器 设计 都 是 以 理想 元 件 进行 描述 、 设 计 。 之 
后 ,在 第 10 ~14 章 讨论 了 开关 电容 滤波 器 的 集成 电路 模块 以 及 非 理想 效应 。 在 本 
章 中 ,我 们 结合 之 前 的 讨论 结果 ， 进 一 步 讨 论 集成 电路 模块 非 理想 效应 对 整体 开关 
电容 滤波 器 频率 响应 的 影响 [*'”]。 我 们 也 将 研究 一 些 设 计 者 感 兴趣 的 实际 设计 间 
题 。 其 中 的 许多 效应 也 同样 适用 于 模拟 连续 时 间 滤 波 器 。 


16.2 运算 放大 器 有 限 增益 效应 


开关 电容 滤波 器 的 基本 组 成 模块 为 包含 有 运算 放大 器 (简称 运 放 )、 开 关 和 电 
容 的 一 阶 节 或 者 二 阶 节 。 在 之 前 章节 讨论 的 设计 方法 中 ， 运 放 都 假设 为 理想 运 放 ， 
具有 无 限 大 的 增益 值 。 然 而 ， 正 如 第 12 章 和 第 13 章 介绍 的 相关 知识 ， 实 际 CMOS 
运 放 的 增益 虽然 较 大 ， 但 仍然 为 有 限 值 。 这 个 因素 在 开关 电容 滤波 器 的 最 终 仿真 中 
必须 加 以 考虑 ， 以 决定 滤波 器 精确 的 频率 响应 ， 特 别 是 在 高 频 设 计 中 ， 滤 波 器 的 工 
作 频 率 已 经 接近 运 放 的 带宽 。 运 放 的 有 限 增益 会 导致 组 成 模块 传输 函数 的 失真 ， 进 
而 影响 滤波 器 的 整体 传输 函数 。 此 外 ， 滤 波 器 组 成 模块 的 不 敏感 性 主要 依赖 于 虚拟 
地 的 建立 ， 相 反 的 这 又 是 依赖 于 对 高 频 运 放 的 近似 所 得 到 的 。 所 以 ， 非常 有 必要 对 
有 限 增 益 效 应 进行 建 模 ， 并 在 滤波 器 设计 中 引入 该 模型 ， 这 样 就 可 以 对 修整 后 的 滤 
波 器 电路 进行 分 析 以 得 到 频率 响应 结果 。 典 型 模块 的 一 阶 传输 函数 展示 了 这 种 方 
法 ， 如 图 16. 1 所 示 。 





图 16.1 一 阶 开关 电容 电路 
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我 们 假设 运 放 具 有 有 限 增益 4， 并 表示 为 
[= 
二 -Cs 人 [ 矶 Cn) -WV(n)] -[Vo(n-1) =B(n-=1)]} (16.1) 

将 到 = -Vm/4 代 人 式 (16.1) 中 ， 同 时 使 Cpa/Ca = Qa, 1/A = 1; 对 式 

(16. 1) 结果 两 边 同时 取 z 变换 ， 我 们 可 以 得 到 电路 的 传输 函数 为 
| 

a(l+n)(1-z-!)+”n 

当 增 益 趋 于 无 穷 时 ， 式 (16.2) 逼近 式 (15. 32)， 即 mx 一 0。 很 容易 看 出 五 可 
以 和 理想 传输 函数 式 (15. 32) 联系 起 来 : 


H(z) = (16.2) 


2 Higeal 
a(l +n) +(7/2) + (7n/2)coth( Ts/2) 
设 为 H/Hizcay 的 比值 ， 并 且 忽 略 m2 项 ， 我们 在 jw 轴 上 可 以 得 到 : 


IEl?=—2 
Q+7 


(16.3) 





ee 
Mre(B) eam( or (16.4) 


在 上 面 的 公式 中 ， 当 4 足够 大 时 (4 > 1000) ， 幅 度 误差 可 以 忽略 ， 但 可 以 简 
单 得 到 : 
IH|I? = |H.0 | (1 +n/a) (16.5) 
上 式 等 价 为 一 个 系数 为 7 的 电容 比 误差 。 然 而 ， 相 位 误差 与 频率 相关 ， 而且 
可 以 相当 大 。 
明显 的 ， 唯 一 能 够 减 小 有 限 增 益 效 应 的 方法 就 是 将 运 放 的 增益 设计 的 足够 大 ， 
如 在 第 13 章 中 讨论 的 一 样 。 所 以 上 述 讨 论 的 目的 就 是 传达 一 种 纯粹 的 信息 。 


16.3 运算 放大 器 的 有 限 带 宽 和 有 限 压 摆 率 效应 


每 一 个 运 放 都 存在 一 个 单位 增益 带宽 ， 它 限制 了 开关 电容 滤波 器 能 够 工作 的 最 
高 频率 。 特 别 是 ,单位 增益 带宽 影响 着 运 放 的 建立 时 间 ， 这 一 点 通过 用 运 放 的 频率 
传输 函数 可 以 明显 看 到 。 首 先 在 开关 电容 滤波 器 中 插入 运 放 模 型 ， 再 得 到 相应 的 时 
域 响 应 。 对 一 阶 滤波 器 来 说 ， 滤 波 器 会 通过 指数 形式 或 者 阻尼 振荡 的 形式 建立 到 最 
终 值 。 因 此 对 应 于 开关 闭合 时 钟 相 位 的 时 间 7 必须 足够 大 ， 以 使 得 运 放 能 够 在 一 
定 的 误差 范围 内 建立 到 最 终 值 。 这 表明 每 个 运 放 的 建立 时 间 必 须 小 于 采样 周期 的 一 
半 , 或 者 : 
To <0: ST <1/2fy (16.6) 
所 以 ， 解 决 这 个 问题 的 根本 办 法 是 设计 一 个 具有 快速 建立 时 间 的 运 放 。 有 源 和 
无 源 一 阶 滤波 器 的 计算 表明 运 放 的 单位 增益 带宽 必须 满足 : 
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ww, >> WN/T 


(16.7) 


并 且 w, =5ww 时 ， 运 放 产 生 的 误差 可 以 忽略 。 除 了 建立 时 间 ， 运 放 的 有 限 压 
摆 率 也 会 造成 一 个 延迟 时 间 ， 如 图 16. 2 所 示 。 所 以 ， 我 们 采用 式 〈16.8) 代替 式 


(16. 6): 


( Tenling + Ti ) <0.57 


Cp 





人 


a) 
JI 


站 
7/2 了 3772 27 


ft 
772 TI 3772 27 
Wout(D 


b) 


图 16.2 建立 时 间 和 压 摆 率 的 有 关 讨 论 


16.4 运算 放大 器 的 有 限 输 出 电阻 效应 


(16. 8) 


运 放 在 输出 端 必须 通过 输出 电阻 Rw 对 负载 电容 Ci 充电 。 我 们 可 以 得 到 充电 
时 间 常 数 为 2RoCl， 且 充电 常数 必须 小 于 0.57 以 使 得 电荷 充分 得 到 转移 。 自 然 


的 ， 缓 冲 运 放 可 以 用 来 降低 这 个 影响 。 
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16.5 最 大 动态 范围 缩放 


考虑 一 个 典型 的 开关 电容 滤波 器 中 的 运 放 ， 如 图 16. 3 所 示 ， 使 连接 到 kth 运 
放 输 出 端 分 支 的 传输 函数 AQ/V 乘 以 一 个 系数 B;。 在 图 16. 3 中 ， 这 些 分 支 分 别 为 
B4、B5 Beo 





图 16.3 最 大 动态 范围 和 最 小 电容 缩放 的 有 关 讨 论 


这 就 导致 运 放 的 输出 电压 缩小 为 原来 的 1/Bk。 而 输入 分 支 并 没有 发 生变 
化 ， 而 且 它们 的 电荷 也 保持 和 原来 一 致 ， 最 终 导 致 B4 中 的 电荷 保持 原始 值 。 
这 对 Bs 和 8B6 分 支 同 样 成 立 ， 因 为 它们 的 电容 都 乘 以 了 B， 而 它们 的 电压 又 乘 
以 了 1/Bi。 我 们 可 以 得 到 以 下 绪论: 当 所 有 连接 或 者 开关 到 运 放 输 出 端的 电容 
值 都 乘 以 一 个 系数 ， 而 以 同样 的 系数 缩小 输出 电压 ， 可 以 保持 运 放 中 流动 的 电 
荷 不 变 ， 并 且 其 他 电路 也 不 会 发 生变 化 。 根 据 以 下 流程 ， 这 个 过 程 可 以 提高 滤 
波 器 的 动态 范围 : 

(a) 设置 Vi,(w) 至 最 大 值 ， 前 提 是 运 放 输出 没有 达到 饱和 。 

(b) 对 所 有 的 内 在 运 放 输 出 电压 计算 最 大 值 Vj;。 这 些 值 通常 出 现在 滤波 器 的 
通 带 边缘 。 

(c) 对 所 有 连接 或 者 开关 到 运 放 上 输出 节点 的 电容 乘 以 系数 Be = V/Vi,mox ， 
这 里 内 sx 是 放大 器 天 的 饱和 电压 。 

(d) 对 所 有 内 在 的 运 放 重 复 上 述 过 程 。 
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16.6 最 小 电容 缩放 


缩放 操作 可 以 有 效 减 小 电容 值 扩散 ， 同 时 也 可 以 减 小 滤波 器 总 的 电容 值 。 这 依 
赖 于 非常 简单 的 理论 : 如 果 所 有 连接 到 运 放 输 入 节点 的 电容 都 乘 以 相同 的 系数 ， 那 
么 输出 电压 保持 不 变 。 这 个 过 程 遵守 以 下 原则 ; 

(a) 将 所 有 的 电容 划分 为 不 同 的 组 。 即 第 i 组 电容 5; 连接 或 者 开关 到 第 i 个 运 
放 的 输入 节点 。 

(b) 将 Si 组 中 的 电容 都 乘 以 mi = Cmin/Ci,min， 这 里 Cwin 是 工艺 允许 的 最 小 电 
容 值 ， 也 是 5; 组 中 的 最 小 电容 值 。 

(c) 重复 上 述 步 又 ， 包 括 运 放 输 出 端的 电容 。 

最 后 我 们 注意 到 最 大 动态 范围 的 缩放 必须 在 最 小 电容 缩放 之 前 进行 ， 因 为 缩放 
动态 范围 会 改变 电路 节点 的 电压 ， 而 最 小 电容 缩放 并 不 会 改变 节点 电压 。 


16.7 全 差分 平衡 设计 


在 第 13 章 中 我 们 介绍 过 ， 全 差分 平衡 MOS 放大 器 具有 许多 单 端 放大 器 所 不 具 
有 的 优势 。 现 在 我 们 将 其 应 用 拓展 到 开关 电容 滤波 器 结构 中 !”] 。 滤 波 器 的 动态 范 
围 是 由 可 接受 失真 范围 内 的 最 大 信和 号 摆 幅 和 噪 底 决 定 的 。 因 此 提高 输出 信号 摆 幅 就 
可 以 提高 动态 范围 。 因 为 全 差分 设计 将 输出 摆 幅 提高 了 一 倍 ， 也 就 提高 了 动态 范 
围 。 而 且 因为 信号 通路 是 平衡 的 ， 这 进一步 降低 了 运 放 设 计 中 的 固有 了 噪声。 从 一 个 
单 边 输出 放大 器 到 全 差分 平衡 放大 器 结构 的 转换 遵循 以 下 原则 

(a) 描述 单 端 放 大 器 电路 ， 并 定义 地 节点 。 

(b) 以 地 点 镜像 复制 这 个 放大 器 电路 。 

(c) 将 每 一 个 有 源 元 件 的 增益 除 以 2。 

(d) 将 复制 的 有 源 元 件 标示 相应 的 符号 ， 并 与 原来 的 元 件 组 成 一 对 差分 输入 、 
差分 输出 的 元 件 对 。 

(e) 如 果 可 能 ， 通 过 用 交叉 线 替 代 那 些 仅仅 是 符号 相反 的 有 源 元 件 ， 来 简化 
电路 设计 。 

图 16. 4 展示 了 一 个 运 放电 路 转换 为 差分 运 放 的 一 般 流 程 。 图 16. 5 展示 了 一 个 
全 差分 一 阶 开关 电容 电路 。 在 这 个 电路 中 ,vi 和 vi 组 成 了 一 对 差分 输入 信号 ， 而 
她 和 wi 组 成 了 另外 一 对 差分 输入 信号 。 对 于 零 共 模 电压 信号 ， 运 放 共 模 电 压 Vs 
可 以 通过 片上 电路 设置 为 一 个 合适 的 值 。 
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16.4 
a) 一 个 运 放 及 其 镜像 电路 b) 转换 为 全 差分 等 效 电路 c) 全 差分 运 放 符 号 





图 16.5 全 差分 开关 电容 电路 


一 个 采用 斩 波 稳定 和 全 差分 技术 的 五 阶 滤波 器 结构 ”如 图 16. 6 所 示 。 
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Vourt Vout 


图 16.6 采用 斩 波 稳定 和 全 差分 技术 的 五 阶 滤波 器 结构 


16.8 ”其 他 关于 寄生 电容 和 开关 噪声 的 讨论 


我 们 已 经 强调 过 采用 寄生 效应 不 敏感 的 结构 进行 设计 ， 对 开关 电容 滤波 器 性 能 
是 十 分 重要 的 。 采 用 寄生 效应 不 敏感 
的 开关 电容 滤波 器 是 发 展 高 性 能 集成 
电路 滤波 器 的 一 个 重要 因素 。 这 些 电 二 i ! 
路 有 我 们 所 需要 的 一 些 特性 ， 例 如 它 & 
们 的 传输 函数 不 会 受到 节点 到 地 的 寄 :TT 
生 电 容 的 影响 。 然 后 ， 这 种 免疫 性 并 ” ”二 ee 
没有 扩展 到 不 受到 非 地 寄生 电容 以 及 :让 Fs 
开关 控制 节点 寄生 电容 C.. 和 Cy 的 影 Wy 
响 ， 如 图 16.7 所 示 。 这 些 寄生 电容 会 图 16.7 开关 以 及 它 的 寄生 电容 
造成 直流 失调 电压 、 传 输 函 数 的 改变 
和 失真 。 

图 16. 8 展示 了 一 种 传统 两 相位 机 制 的 一 阶 节 电路 。 一 种 四 相位 机 制 [2] 如 
图 16. 9 所 示 ， 这 种 设计 可 以 降低 剩余 的 寄生 效应 。 四 相位 机 制 是 通过 对 开关 
控制 信号 的 延迟 得 到 的 。 图 16. 10 展示 了 由 于 不 同 相位 机 制 带 来 的 电路 性 能 
提高 。 
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图 16.8 传统 两 相位 时 钟 控制 的 一 阶 节 


吕 
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图 16.9 图 16.8 中 两 相位 时 钟 更 为 细 化 的 设计 〈 带 延迟 时 间 ) 
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图 16.10 图 16.8 和 图 16.9 中 两 种 时 钟 机 制 的 失真 比较 


16.9 预 滤波 和 后 置 滤 波 的 设计 要 求 


正如 之 前 所 述 ， 一 个 开关 电容 滤波 器 工作 在 一 个 连续 时 间 环 境 中 ， 在 它 之 前 必 
须 首先 建立 一 个 模拟 连续 时 间 滤 波 器 ， 从 而 避免 混 双 的 出 现 。 这 个 模拟 滤波 器 就 称 
为 抗 混 秋 滤波 器 ( Antialiasing Filter，AAF) ， 通 常 是 通过 有 源 RC 电路 在 同一 颗 芯 
片上 实现 的 。 一 种 可 能 的 实现 方式 为 Sallen - Key 二 阶 节 结构 ， 如 图 16. 11 所 示 。 
它 的 典型 频率 响应 如 图 16. 12 所 示 。 


Vout 





图 16.11 Sallen - Key 二 阶 节 


同时 由 于 (sinx/x) 效应 出 现在 滤波 器 的 输出 端 ， 如 果 滤 波 器 的 通 带 边缘 与 采样 
频率 相 比 并 不 小 ， 那 么 在 输出 端 就 需要 一 个 具有 逼近 反 函 数 频率 响应 的 幅度 均衡 电 
路 。 如 果 采 样 频 率 比 通 带 边缘 大 10 倍 ， 那 么 一 个 简单 的 连续 时 间 滤 波 器 作为 预 滤波 
器 将 被 采用 。 如 果 采 样 频率 并 不 比 开 关 电 容 滤波 器 (Switch - Capacitor Filter，SCF) 
的 通 带 边缘 大 很 多 ， 那 么 抗 混 又 滤波 器 的 阶 数 将 会 比较 大 ， 从 而 导致 占据 较 大 的 芯片 
面积 。 为 了 缓解 抗 混 秋 滤波 器 选择 的 要 求 ， 同 时 降低 阶 数 ， 需 要 采用 一 个 抽取 器 '” ， 
如 图 16. 13a 所 示 。 这 在 采样 频率 的 倍数 频率 上 引入 一 个 零点 ， 如 图 16. 13b 所 示 。 
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a) 


幅度 响应 
~ 一 一 ~ 抗 混 倒 滤波 器 
一 一 一 开关 电容 滤波 器 






幅度 响应 


抽取 器 十 SCF 





CON 2cN (7 一 1)wN Ny w 
b) 


16.13 ”采用 抽取 器 和 抗 混和 到 滤波 器 进行 预 滤波 
a) 整体 机 制 b) 抽取 器 、 抗 混 生 滤波 器 的 幅度 响应 


这 里 抗 混 释 滤波 器 所 需要 的 阶 数 明显 比 图 16. 12 中 的 直接 应 用 要 低 。 所 以 在 图 

16. 13 中 ， 混 释 是 通过 两 级 电路 消除 的 。 一 个 采用 图 16. 13 机 制 的 电路 如 图 16. 14 所 示 。 
图 16. 14 中 的 传输 函数 为 

Ci 

IH(w) | -名 


sin( mw/wN) (16 9) 








TOW/ Wy 
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这 种 技术 只 适用 于 低频 应 用 中 ， 对 于 抗 混 赫 以 及 平滑 滤波 器 问题 的 最 终 解 决 方 
法 ,还 是 连续 时 间 滤 波 器 技术 。 这 些 在 第 3 章 中 进行 过 讨论 。 
内 


幅度 响应 





WN 2CON nN wD 


c) 
图 16. 14 
a) 抽取 器 b) 时 钟 “) 幅度 响应 


16. 10 可 编程 滤波 器 


通过 改变 时 钟 频率 ， 可 以 实现 对 一 个 开关 电容 滤波 器 的 可 编程 。 正 如 我 们 看 到 
的 ， 滤 波 器 的 频率 响应 包含 诸如 通 带 边缘 和 阻 带 边缘 这 些 关键 点 。 这 些 都 是 由 实际 
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频率 和 时 钟 频率 的 比 决定 的 。 所 以 ， 如 果 时 钟 频率 乘 以 一 个 系数 ， 那 么 滤波 器 的 关 
键 频率 以 及 整个 频率 轴 都 会 乘 以 一 个 相同 的 系数 。 而 时 钟 是 可 以 通过 数字 电路 进行 
编程 的 。 

另 一 种 方法 是 采用 电容 阵列 来 代替 电容 ， 这 样 就 可 以 通过 开关 形成 不 同 的 电容 
组 合 ， 所 以 就 控制 了 滤波 器 的 频率 响应 。 这 种 电容 阵列 也 是 通过 数字 电路 进行 编 
程 的 。 

第 三 种 方式 称 为 掩 膜 板 编程 。 在 这 种 设计 中 ， 诸 如 运 放 、 开 关 等 电路 在 芯片 中 
实现 ,但 它们 之 间 没 有 互 连 ， 而 且 一 个 独立 的 部 分 被 指定 给 电容 。 其 他 诸如 电阻 、 
时 钟 产 生 电 路 也 同时 设计 在 同一 颗 芯 片上 。 在 最 后 的 掩 膜 板 阶段 ， 通 过 选择 合适 的 
电容 再 将 它们 连接 起 来 。 


16.11 基于 滤波 器 版 图 的 设计 考虑 


模拟 集成 电路 对 它们 元 件 的 几何 和 物理 摆 放 十 分 敏感 。 集 成 电路 的 版 图 通过 作 
用 一 系列 设计 参数 进而 影响 开关 电容 滤波 器 的 性 能 。 这 些 影响 包括 电源 线 、 时 钟 线 、 
地 线 和 衬 底 的 噪声 注入 ， 时 钟 馈 通 噪声 、 匹 配 元 件 的 准确 度 以 及 高 频 响应 。 这 是 数字 
和 模拟 电路 共存 于 一 颗 芯 片上 会 发 生 的 情况 ， 这 种 情况 在 通信 系统 中 十 分 常见 。 

我 们 已 经 讨论 过 如 何 通 过 设计 使 噪声 和 时 钟 馈 通 最 小 化 ， 所 以 在 版 图 设计 中 也 
应 该 付 之 实践 以 免 设 计 失 败 。 所 以 我 们 除了 遵循 一 些 之 前 讨论 过 的 基本 的 设计 技 
术 ， 如 采用 全 差分 平衡 拓扑 结构 、 斩 波 稳定 和 延迟 时 钟 机 制 以 降低 时 钟 饥 通 ， 还 应 
该 遵循 以 下 设计 流程 。 

第 一 ， 电 源 线 、 时 钟 线 和 地 线 应 该 远离 噪声 ， 而 且 线 之 间 的 耦合 噪声 应 该 被 最 
小 化 。 第 二 ， 如 果 可 能 ， 要 为 模拟 和 数字 部 分 分 别 分 配 电源 线 。 同 时 键 合 焊 盘 和 独 
立 的 管 脚 也 要 分 别 使 用 。 最 后 ， 外 部 管 脚 之 间 要 使 用 去 耦 电容 ， 从 而 降低 耦合 到 外 
部 供电 的 阻抗 。 遵 循 这 些 原 则 ， 衬 底 和 阱 的 偏 置 电 压 线 可 以 直接 连接 到 电源 焊 盘 
上 ， 而 不 会 引入 数字 噪声 到 衬 底 和 阱 中 。 如 果 特 定 的 信号 或 者 时 钟 线 影响 较 大 ， 可 
以 采用 图 16. 15 中 的 方法 进行 保护 。 这 种 保护 是 靠 两 根 金属 地 线 和 一 层 多 晶 硅 来 实 
现 的 。 明 显 的 ,这 种 策略 也 可 以 隔离 模拟 和 数字 信号， 防止 噪声 耦合 到 衬 底 中 。 

耦合 到 衬 底 中 的 噪声 可 以 通过 使 用 一 根 干净 的 偏 置 电 源 线 、 将 衬 底 与 所 有 电容 
隔离 、 在 衬 底下 放置 地 阱 以 及 使 用 金 线 进行 键 合 等 方法 加 以 降低 。 

为 了 降低 衬 底 中 的 噪声 ， 可 以 采用 全 差分 平衡 拓扑 结构 ， 配 合 保护 方法 进行 
设计 。 

衬 底 耦 合 到 电路 中 最 重要 的 电容 是 那些 在 衬 底 和 底板 之 间 的 电容 。 所 以 ， 这 些 
底板 不 能 连接 或 者 开关 到 运 放 的 反 向 输入 端 ， 因 为 这 个 端口 对 输出 存在 较 高 的 噪声 
增益 。 此 外 ,那些 连接 输入 节点 和 电容 的 连 线 应 该 尽 可 能 的 短 ， 而 且 要 采用 多 晶 硅 
或 者 金属 进行 连接 。 扩 散 层 类 型 的 连 线 应 该 避免 使 用 ， 因 为 它们 是 电容 性 的 ， 很 容 


360 信号 处 理 与 集成 电路 


信号 (或 时 钟 线 


图 16. 15 一 种 保护 信号 和 时 钟 线 的 方法 


易 耦 合 到 衬 底 。 

输入 节点 连 线 不 能 和 其 他 信号 线 跨 接 或 交叉 。 输 入 节点 连 线 应 该 被 保护 起 来 ， 
而 且 应 该 使 用 保护 环 来 保护 运 放 的 输入 元 件 。 所 以 输入 元 件 的 数量 应 该 控制 到 最 
小 。 在 输入 节点 只 使 用 一 个 开关 ， 并且 使 用 最 小 面积 的 晶体 管 。 


16. 12 小 结 


本 章 中 ， 我 们 考虑 了 许多 开关 电容 滤波 器 集成 电路 实现 中 的 实际 问题 和 特点 。 
这 包括 了 高 频 设 计 、 全 差分 电路 设计 、 运 放 的 非 理想 效应 和 开关 对 滤波 器 设计 的 影 
响 。 我 们 也 讨论 了 动态 范围 缩放 、 最 小 化 电容 、 预 滤波 、 后 置 滤波 以 及 版 图 设计 的 
问题 。 


17 集成 Sigma - Delta 数据 转换 器 : 
模拟 和 数字 信号 处 理 的 拓展 及 综合 应 用 


17.1 研究 动机 和 综合 考虑 


第 4 章 中 我 们 讨论 过 ,传统 的 模拟 到 数字 的 转换 需要 一 系列 高 准确 度 的 处 理 过 
程 ， 其 中 包括 带 限 滤波 器 、 采 样 电 路 、 量 化 器 和 编码 器 。 那 么 我 们 现在 提 一 个 问 
题 : 我 们 是 否 可 以 运用 我 们 所 学 过 的 模拟 和 数字 处 理 器 知识 来 构建 一 个 模 - 数 转换 
器 ， 这 个 模 - 数 转换 器 不 需要 高 准确 度 的 元 件 而 且 易 于 进行 集成 ? 从 第 15 章 的 内 
容 我 们 可 知 ， 开 关 电 容 电 路 以 MOS 技术 与 数字 电路 集成 在 同一 颗 芯 片上 时 ， 具 有 
许多 优势 。 那 么 我 们 是 否 可 以 利用 开关 电容 技术 来 解决 上 述 提出 的 问题 呢 ? 

这 里 给 出 的 答案 是 ， 开 关 电 容 电路 的 发 展 引 入 了 一 种 有 效 的 模 - 数 转换 方法 ， 
这 种 方法 与 传统 的 模 - 数 转 换 方法 相 比 具 有 许多 优势 02,31 -35] 。 

这 种 模 - 数 转换 器 的 基本 结构 如 图 17. 1 所 示 。 通 过 对 模拟 输入 信号 进行 过 采 
样 可 以 获得 非常 高 的 转换 准确 度 ， 即 使 用 一 个 准确 度 不 高 的 量化 器 (该 量化 器 通 
常 是 一 个 两 级 电路 或 比较 器 ) 用 远 高 于 奈 夸 斯 特 率 的 频率 对 信和 号 进行 采样 ， 同 时 
引入 一 个 反馈 环 路 来 产生 一 个 1bit 的 数据 流 。 


输入 模拟 信号 | Sigma-delta 
噪声 整形 器 
大 











所 天 吕 天 而 
图 17.1 Sigma - Delta 转换 器 的 基本 结构 
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图 17. 1 中 的 系统 主要 包括 以 下 几 个 部 分 : 

(1) 噪声 整形 器 或 调制 器 : 这 是 电路 中 唯一 的 模拟 部 分 ， 其 传输 函数 将 量化 
噪声 推 向 高 频带 ， 远 离 信号 带宽 ， 之 后 通过 低 通 滤波 器 滤 除 噪声 。 这 个 模拟 部 分 在 
设计 中 非常 重要 ， 因 为 它 决定 了 转换 器 能 够 达到 的 最 高 信 噪 比 。 

(2) 抽取 器 或 低 通 滤波 器 : 这 部 分 电路 采用 数字 滤波 的 方式 滤 除 频 带 外 噪声 ， 
并 重新 对 信号 进行 奈 奎 斯 特 率 采 样 。 

以 上 电路 机 制 较 之 传统 的 多 比特 转换 方法 有 以 下 方面 优势 : 

(a) 这 类 转换 器 电路 特别 适合 采用 CMOS 超大 规模 集成 电路 技术 实现 ， 因 为 
它 既 不 需要 高 准确 度 的 模拟 元 件 也 不 需要 后 期 的 修 调 。 

(b) 转换 器 的 模拟 部 分 面积 较 小 ， 并 且 可 以 与 数字 电路 和 接口 电路 同时 集成 
在 同一 颗 世 片上 。 

(c) 因为 转换 器 的 过 采样 特性 ， 可 以 在 模拟 部 分 之 后 的 数字 处 理 级 很 容易 地 
移 除 带 外 频率 ， 所 以 不 需要 在 转换 器 之 前 加 入 带 限 滤波 器 〈 抗 混 双 滤波 器 ) 。 

(d) Sigma - Delta 转换 器 充分 利用 了 超大 规模 集成 电路 高 速 和 面积 小 的 发 展 
优势 。 

很 明显 的 ，Sigma - Delta 转换 器 代表 了 一 种 创造 性 的 现代 发 展 趋势 ， 即 模拟 和 
数字 信号 处 理 器 可 以 集成 在 同一 颗 芯片 上 。 

现在 我 们 采用 最 简单 的 一 阶 转换 器 来 介绍 Sigma - Delta 转换 器 的 基本 原理 ， 之 
后 再 将 理论 拓展 到 高 阶 转换 器 ， 以 提高 转换 器 的 准确 度 性 能 。 


”17.2 一 阶 转换 器 


Sigma - Delta 转换 理论 来 源 于 对 增 量 调制 (Delta Modulation) 的 修改 。 增 量 调 
制 主要 用 于 解决 直流 输入 编码 问题 和 积累 误差 。 一 个 简单 的 增 量 调制 器 如 图 17. 2a 
所 示 。 增 量 调制 器 对 输入 信号 之 差 的 变化 进行 调制 ， 而 接收 器 只 是 一 个 积分 器 。 为 
了 从 该 电路 中 得 到 Sigma - Delta 调制 器 ， 积 分 器 放置 在 量化 器 之 前 ， 而 不 是 如 图 
17. 2b 放置 在 反馈 环 路 中 ， 这 种 放置 方式 等 效 于 对 输入 信号 的 积分 结果 进行 增 量 调 
制 。 很 明显 的 ， 在 接收 器 中 积分 器 就 显得 多 余 了 ， 这 时 只 需要 一 个 低 通 滤波 器 。 

图 17. 2 中 的 框图 展示 了 Sigma - Delta 转换 器 最 简单 的 结构 ， 该 结构 被 称 为 一 
阶 噪声 整形 器 。 该 噪声 整形 器 的 数学 或 函数 模型 如 图 17.4 所 示 ， 其 中 采用 了 z 域 
的 表示 方法 。 我 们 采用 这 种 模型 进行 表示 ， 主 要 是 因为 Sigma - Delta 转换 器 通常 采 
用 开关 电容 电路 来 实现 ， 而 且 这 个 电路 是 模拟 采样 数据 型 或 离散 型 电路 。Sigma - 
Delta 转换 器 的 分 析 和 设计 都 是 在 z 域 实现 的 。 一 个 开关 电容 型 的 一 阶 转换 器 如 图 
17.5 所 示 。 

调制 器 中 的 开关 是 由 两 相 时 钟 B; 和 B, 控制 的 ， 这 意味 着 当 @; 控制 的 开关 
闭合 时 ，@2 控制 的 开关 断 开 ， 反 之 亦 然 。 这 个 一 阶 积分 器 的 传输 函数 为 
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积分 大 量化 器 





b) 


图 17.2 
a) 增 量 调制 器 b) 从 增 量 调制 器 中 得 到 的 一 阶 Sigma - Delta 调制 器 


量化 噪声 


e(n) 





图 17.3 一 阶 Sigma - Delta 调制 器 


T(2) = (17.1) 


这 是 一 个 增益 为 1 的 理想 累加 器 。 量 化 器 由 一 个 峰值 为 (A/2) 的 加 性 噪声 源 
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来 建 模 ， 其 中 ，A 是 量化 器 步 长 ， 也 是 比较 器 比较 输出 电压 准确 度 的 2 倍 。 假 设 噪 
声 源 为 白 噪 声 ， 虽 然 对 所 有 输入 信号 不 是 完全 正确 ， 但 这 个 假设 简化 了 分 析 过 程 ， 
并 且 将 转换 器 线性 化 。 此 外 ， 量 化 器 的 线性 模型 对 高 阶 转 换 器 来 说 更 加 精确 ， 并 且 
可 以 产生 很 好 的 近似 。 对 于 这 个 模型 ， 我 们 可 以 写作 : 


量化 噪声 


el(n) 





| 一 Yref 
图 17.5 开关 电容 型 一 阶 Sigma - Delta 调制 器 


-1 

Y(z) =[X(z) -WA +E(z) C17.2) 
所 以 输入 和 输出 的 关系 为 

Y(z) =z-1X(z) +[1-z-!]E(z) (17.3) 

从 式 (17.3) 中 可 以 明显 地 看 出 输出 包含 两 部 分 内 容 : 输入 信号 站 (z) 经 过 

一 个 时 钟 周 期 的 延迟 。@ 经 过 函数 (1 -z-!) 整 形 的 量化 噪声 E(z)。 将 z-! 用 exp 
( -jwo7) 蔡 换 ， 我 们 可 以 得 到 : 
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1 -exp( -jwo7) =exp( -jwT/2)[ exp(jwT/2) -exp( -jwo7[2)] (17.4) 
所 以 得 到 : 
|1 -exp( -jwT) |=2sin(mf/f.), T=1/#. (17..5) 
式 中 , 上 是 采样 频率 。 式 (17.5) 是 转换 器 的 噪声 整形 函数 ， 其 频率 响应 如 图 
17.6 所 示 。 很 明显 可 以 看 出 噪声 整形 函数 在 信号 基带 内 衰减 了 噪声 ， 而 在 高 频段 


将 噪声 放大 。 然 而 ， 对 于 转换 器 ， 整 个 噪声 功率 保持 常数 ， 因 为 噪声 整形 函数 下 的 
区 域 面 积 为 单位 1。 





巨 1I2 六 
大 大 


图 17.6 一 阶 转换 器 的 噪声 整形 函数 


现在 ， 假 定量 化 噪声 是 一 致 的 ， 而 且 限 制 在 ( -A/2) 到 (A/2) 的 范围 内 ， 
如 图 17.7 所 示 。 那 么 噪声 的 均 方 根 值 为 


[P(E) EaE = (17.6) 


那么 噪声 的 频谱 密度 可 以 写作 是 量化 误差 频谱 和 噪声 整形 传输 函数 二 次 方 的 产 
物 ， 所 以 得 到 : 


|E(z)(1- -Ps (mt) (177) 
假定 数字 低 通 滤波 器 可 以 滤 除 所 有 高 频 信 号 分 量 ， 那 么 通过 对 基带 内 噪声 频谱 
密度 积分 ， 就 可 以 得 到 噪声 的 均 方 根 值 。 


通常 来 说 ， 基 带 频率 万 比 采样 频率 低 很 多 ， 而 且 函 数 sn( 凡 伏 ) 可 以 通过 它 
的 幅 角 mfs/f; 进行 近似 ， 所 以 得 到 : 
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P(E) 


UA 


-A/2 A/2 E 
图 17.7 量化 误差 的 概率 密度 


r. m. s. noise = [2 答 ( mp] (17. 8) 
最 终 给 出 : 
rm. s. noise = [2f, /4.17 = 生 [] (17.9) 


式 中 ，R =f,/24s 是 过 采样 比 。 以 上 公式 表明 采样 频率 〈 过 采样 率 ) 提高 一 倍 ， 量 
化 噪声 下 降 9qB。 然 后 ， 研 究 发 现 量化 噪声 和 输入 信和 号 是 高 度 相关 的 ， 而 且 噪 声 频 
谱 也 不 是 白 噪声 。 对 于 简单 的 设计 ， 一 般 要 求 高 的 采样 频率 来 得 到 较 大 的 噪声 降 
低 。 目 前 在 同样 的 过 采样 比 下 ， 更 有 效 的 噪声 整形 器 已 经 被 设计 出 来 去 降低 噪声 。 
对 于 高 信号 带宽 来 说 ， 高 阶 调制 器 设计 被 证 明 可 以 获得 更 好 的 准确 度 。 下 一 节 我 们 
将 介绍 二 阶 转换 器 ， 它 通过 增加 电路 的 复杂 度 而 获得 更 多 的 设计 益处 。 


17.3 二 阶 转换 器 


上 一 节 中 我 们 通过 简单 的 一 阶 调制 器 介绍 了 Sigma - Delta 转换 器 的 工作 原理 ， 
现在 我 们 研究 转换 器 阶 数 增加 带 来 的 性 能 提高 。 二 阶 调制 器 具有 良好 的 电路 特性 ， 
而 且 广 泛 应 用 于 数字 信和 号 采集 系统 中 。 如 图 17. 8 所 示 ， 二 阶 调制 器 包含 两 条 反馈 
环 路 用 以 降低 基带 的 噪声 。 二 阶 转换 器 由 式 (17. 10) 进行 描述 : 


Y(z) =[ 1X(2) -Y(2)} 7 -Y(z)]- 


1-z-! I 
所 以 输入 和 输出 的 关系 为 
Y(z) =z-1X(z) + (1-z-1)2E(z) CITuTLY 
式 中 ，(1 -z-!)? 是 噪声 整形 函数 。 所 以 在 实数 频率 轴 上 有 








+E(z) (17. 10) 
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| P=4sin [TH] (17. 12) 


y(n) 





图 17.8 二 阶 Sigma - Delta 转换 器 
可 以 得 到 噪声 频谱 密度 为 


IE(z)(1 -P= 对 sat[ 双 (17. 13) 


通过 对 基带 内 的 噪声 进行 积分 ， 可 以 得 到 均 方 根 噪声 为 

r. m. s. noise = Is [Ez) (1 -271)2 Pa (17. 14) 
采用 与 一 阶 转换 器 相同 的 函数 逼近 ， 得 到 : 
Am [hl 
司 民 | 


r. Mm. s. noise 三 


(17.15) 
或 者 以 dB 表示 为 

i -20ke{ 人 | +50toe{ 2] (17. 16) 
以 尺 代 表 过 采样 比 ， 式 〈17. 16) 变 为 


i ty -20ke{ 人 | +50log {1/R| (17.17) 
上 述 公 式 表明 ， 过 采样 比 增 加 一 倍 ， 与 一 阶 转换 器 中 的 噪声 下 降 9dB 相 比 ， 
二 阶 转换 器 噪声 下 降 15dB。 图 17. 9 以 噪声 整形 函数 的 形式 对 两 种 转换 器 进行 了 比 
较 。 图 17. 10 展示 了 两 种 转换 器 的 准确 度 比 较 结果 。 
一 种 更 优 的 二 阶 转换 器 结构 如 图 17. 11 所 示 。 它 的 优势 在 于 ， 在 第 一 个 积分 器 
中 的 延迟 使 得 开关 电容 技术 的 应 用 更 为 简单 ， 如 图 17. 12 所 示 。 而 且 对 于 原始 结 
构 ， 每 一 个 积分 器 的 输出 信号 是 全 摆 幅 输出 ( - A/2，A/2) 的 数 倍 ， 这 对 CMOS 
运 放 有 限 的 动态 范围 是 一 个 不 小 的 问题 。 而 修改 后 的 电路 具有 更 小 的 输出 摆 幅 ， 仅 
仅 是 具有 全 摆 幅 的 输入 范围 。 
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Ie—03 3 Ie—02 3 Ie—01 3 


图 17.9 一 阶 和 二 阶 噪声 整形 函数 对 比 


其 他 高 阶 结构 也 得 到 了 广泛 应 用 ， 值 得 注意 的 是 ， 级 联结 构 ， 即 将 多 个 一 阶 转 
换 器 进行 级 联 的 转换 器 电路 已 经 应 用 在 压缩 磁盘 产业 中 。 

最 后 ， 我 们 注意 到 Sigma - Delta 转换 器 性 能 主要 受到 电子 元 件 非 理想 因素 的 限 
制 。 对 转换 器 性 能 的 分 析 通 常 都 是 通过 之 前 讨论 过 的 FFT 算法 进行 实现 的 。 所 以 ， 
我 们 可 以 看 到 这 种 转换 器 技术 包含 了 模拟 和 数字 电路 的 分 析 和 设计 方法 。 因 此 Sig- 
ma - Delta 转换 器 是 一 个 信号 处 理 整体 概念 阐述 的 典型 例子 ， 同 时 也 展示 了 本 书 中 
所 要 介绍 的 模拟 和 数字 设计 技术 结合 。 
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每 步 长 的 rm.s noise(dB) 
过 采样 的 PCM 
二 阶 | 
洗 太 一- 
过 采样 比 
3 Ie+01 3 Ie+02 3 Ie+03 


图 17. 10 一 阶 和 二 阶 转换 器 能 够 达到 的 准确 度 





图 17.11 修改 后 的 二 阶 转换 器 结构 
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图 17. 12 二 阶 转 换 器 的 开关 电容 电路 


17.4 抽取 和 数字 滤波 


17.4.1 原理 


我 们 已 经 讨论 过 转换 器 的 模拟 部 分 ， 现 在 我 们 进而 讨论 包含 抽取 器 和 数字 滤波 
器 的 数字 部 分 。 大 家 都 记得 我 们 首先 对 模拟 信号 进行 了 采样 ， 抽 取 则 是 将 输入 采样 
信号 降低 采样 率 的 过 程 。 参 考 图 17. 13 ， 如 果 我 们 有 一 个 频率 为 人 =1/T, 的 采样 流 
信号 x(n) ， 并 将 其 输入 到 抽取 器 中 ， 我们 可 以 得 到 频率 为 六 =1/7', 的 输出 流 信 
号 , 其 中 ，M 为 抽取 系数 。 


(17.18) 









K bits 


模拟 输入 数字 信号 






Sigma-Delta 
调制 解 调 器 





数字 低 通 滤波 器 
抽取 器 大 
N 


17. 13 ”包含 抽取 和 数字 滤波 的 Sigma - Delta 转换 器 


参考 图 17. 14 可 得 : 
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图 17.14 一 个 基本 的 抽取 器 


y(m) = > h(n)x(n—-m) (17. 19 ) 
设 输入 信和 号 带 限 在 【 -f./2, f./2] 范围 内 ， 在 没有 抗 混 又 滤波 器 的 情况 为 了 
降低 采样 率 ， 有 必要 对 输入 信号 进行 低 通 滤波 。 对 于 一 个 理想 的 低 通 滤波 器 特性 : 
IH (jo) |=1 |9|<27f,/2T,=m/M 
IH (jw) |0 其 他 值 (17. 20) 
通过 提取 每 MM 次 的 输出 采样 结果 ， 可 以 降低 采样 率 并 得 到 y(m) ， 如 图 17. 14 
和 图 17. 15 所 示 。 低 通 滤波 器 之 后 的 信号 为 


I w(9) 
砚 37 0 


n/M 二 2r 
输入 信号 低 过 低 通 滤 波 器 后 的 输入 信号 
y(6) 
AT 
6 
nT 27 
抽取 后 的 输出 信号 


图 17.15 抽取 和 滤波 之 前 、 之 后 的 信号 


二 罗 同 册 癌症 = 同 (17.21) 
天 = 一 吧 
以 及 : 
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y(m) = w(mM) = ,之 h(k)x(mM 一 天) (17.22) 


很 明显 这 个 系统 是 非 时 变 的 ， 即 ，x(n -6) 除 了 6=rM 时 ,不 会 得 到 y(m -6/ 
M)。 我 们 定义 信号 
w'(m) =w(n) 当 n= trM 时 


=0 当 n 为 其 他 值 (17.23) 
w'(n) = dd (17.24) 
方 括号 内 的 部 分 是 周期 为 M 采样 值 的 脉冲 序列 的 DFT 变换 。 
y(m) =w' (mM) =w(mM) (17.25) 
Y(z) = Ere = EF wm (17. 26) 
使 得 k=mM， 
Y(z) = Ee C17 7 


这 里 大 是 MW 的 整数 倍 。 但 是 因为 当天 不 是 M 整数 倍 时 ，w'(k) =0， 那 么 对 于 
所 有 的 大 值 ， 式 〈17.27) 仍然 有 效 ， 所 以 得 到 : 


Y(z) = 各 wb) [NE nid 


a 和 [ Sm) er sd 
1 M-l 
= rr (17.28) 
因为 WW(z) = H(z)X(z) ， 我 们 
Y(z) = 13 lt -ri MoM ) X( elr/ Mz ) (17.29) 
i=0 
Y( eio' ) a 志 允 H( ei(0 325)/M ) X( ej(9 -2m CI: 30) 
这 里 
0' =2mfT", (17.31) 
将 Y(z) 写 作 : 
7(eie = 方 [ 瑟 eeAD)XCeie) i | (17. 32) 


式 (17.32) 是 依据 滤波 器 输出 x(n) 的 混 又 部 分 输出 y(m) 的 传 里 叶 变 换 。 如 
果 滤 波 器 的 截止 频率 为 上 =f./2M =9= /M， 那 么 我 们 在 0 < 的 范围 内 得 到 : 
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Ye ) ~ HX( eon) 0' < (17. 33) 
这 充分 强调 了 进行 抽取 的 低 通 滤波 器 设计 的 重要 性 。 
17.4.2 抽取 数字 滤波 器 结构 


抽取 器 的 结构 多 种 多 样 ， 最 简单 的 结构 就 是 如 图 17. 16 所 示 的 直接 FIR 滤波 
器 ， 该 滤波 器 的 乘法 和 加 法 运算 是 以 频率 f, 进行 的 。 





| h(N-1) j 
17.16 直接 FIR 抽取 结构 


一 种 更 有 效 的 实现 形式 是 通过 交换 压缩 值 和 增益 值 的 位 置 ， 如 图 17. 17 所 示 。 
这 里 乘法 和 加 法 是 以 频率 f./M 工作 的 。 


h(0) | 





DC 


| [i ] h(N-1)- | 


图 17.17 一 种 更 有 效 的 抽取 器 结构 
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另 一 种 设计 形式 充分 利用 了 FIR 线性 相位 滤波 器 的 对 称 性 ， 如 图 17. 18 所 示 。 
在 这 种 情况 中 ， 乘 法 数目 比 之 前 的 设计 方式 减少 了 一 半 。 





图 17. 18 利用 线性 相位 滤波 器 对 称 性 的 设计 


| 如 图 17. 19 所 示 。 抽 取 系 数 为 


Mi M,、 M3, …, Mn, 即 M = [Tm 。 这 种 方法 有 效 降低 了 计算 量 和 存储 要 求 ， 


简化 了 滤波 器 设计 ， 同时 还 降低 了 有 限 字 长 效应 应 和 系数 敏感 性 。 这 种 方法 对 于 高 抽 
取 系 数 的 设计 非常 有 效 ， 而 且 通 常 也 需要 进行 高 抽取 系数 的 设计 。 


ET La Tel | | 2 
一 Hm eol Ue ee he 一 
第 ! 级 第 ?级 第 N 级 


图 17.19 多 级 抽取 器 设计 


正如 我 们 看 到 的 ， 随 着 过 渡 带 Af 的 减 小 ， 滤 波 器 阶 数 随 之 增加 ， 如 图 17. 20 
所 示 〈 以 高 灵敏 度 滤波 器 为 例 ) 。 如 果 滤 波 操作 是 以 多 级 的 方式 完成 ， 那 么 在 前 几 
.级 滤波 器 级 中 对 过 渡 带 的 设计 要 求 将 会 大 大 缓和 ， 甚 至 允许 过 渡 带 的 交友 ， 这 些 交 
全 将 在 后 几 级 中 消除 。 所 以 在 后 几 级 中 ， 过 渡 带 可 以 适当 缩小 ， 而 不 需要 增加 滤波 
器 阶 数 。 整 个 计算 量 的 降低 是 非常 重要 的 ， 而 且 抽取 器 的 芯片 面积 也 大 大 降低 。 

我 们 总 是 想 以 最 小 的 硬件 开销 来 设计 抽取 器 。 梳 状 滤波 器 提供 了 一 种 有 吸引 力 
的 设计 方法 ， 因 为 它们 不 需要 乘法 器 或 者 系数 ROM。 一 阶 梳 状 滤波 器 的 传输 函 
数 为 
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n-l 本 
A(z) = T= 广 ( -2 (17.34) 


1 一 z 
振幅 频率 响应 为 
1 sn (NoT/2) 


jw) | = sin (wT/2) 


(17:35) 


H(f) 


t+ f 
图 17.20 抽取 滤波 器 的 过 渡 带 


如 果 基 带 与 上 相 比 较 小 ， 且 sin(w7/2) =wT/2， 可 以 得 到 : 


_ sin( NoT/2) 
|H(jw) | 


这 种 结构 的 一 个 劣势 在 于 它 会 衰减 基带 频率 ， 所 以 它 仅 能 应 用 于 抽取 率 小 于 等 


~sinc( NwT/2) (17.36) 


于 4 的 情况 下 。 数 字 滤 波 器 可 以 用 来 降低 混 琶 。 更 高 阶 的 梳 状 滤波 器 可 以 通过 增加 
传输 函数 的 阶 数 来 得 到 。 三 阶 梳 状 滤波 器 的 实现 如 图 17. 21 和 图 17. 22 所 示 ， 它 们 
是 FIR 节 和 IIR 节 的 级 联 。 后 者 中 ，FIR 节 工 作 在 fAN 的 采样 率 上 。 图 17. 23 展示 
了 抽取 率 为 64 的 三 阶 梳 状 滤波 器 的 频率 响应 。 


FIR 部 分 





图 17.21 梳 状 抽取 滤波 器 实现 
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IIR 部 分 





Comb 





ffs 


le-03 le-02 le01 3 
图 17.23 三 阶 梳 状 抽取 滤波 器 响应 


17.5 仿真 和 性 能 评估 


Sigma - Delta 转换 器 是 以 集成 电路 形式 实现 的 ， 它 包含 了 模拟 和 数字 部 分 。 调 
制 器 是 一 个 非 线性 的 动态 系统 。 在 这 个 系统 分 析 中 ， 需 要 采用 不 同 的 逼近 方法 将 该 
系统 的 工作 状态 视 为 一 个 准 线性 系统 。 所 以 在 设计 完成 后 ， 必 须 执 行 仿真 以 确认 在 


i 
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工作 范围 内 逼近 是 正确 的 ， 并 且 系 统 保持 稳定 。 带 有 非 理 想 效 应 开关 的 开关 电容 电 
路 的 调制 器 增加 了 设计 复杂 度 ， 运 放 和 电容 在 第 16 章 中 进行 过 讨论 。 这 些 非 理 想 
效应 必须 在 转换 器 的 仿真 中 加 以 考虑 。 
Sigma - Delta 转换 器 的 仿真 必须 遵循 以 下 步骤 : 
1. 设计 一 个 数学 模型 ， 这 个 模型 包含 了 电路 中 使 用 元 件 的 非 理 想 效 应 。 
2. 测试 信号 加 载 到 转换 器 中 ， 并 存储 输出 比特 流 。 
3. 比特 流 用 来 评估 性 能 参数 ， 这 些 参数 包括 信 噪 比 、 非 线性 和 动态 范围 。 这 
个 过 程 通常 使 用 FFT 周期 图 进行 评估 。 
测试 一 颗 Sigma - Delta 转换 器 芯片 的 过 程 与 上 述 过 程 完 全 相同 ， 只 是 输出 比特 
流 是 通过 计算 机 接口 得 到 的 ， 并 且 需 要 采用 同样 的 分 析 方 法 。 
通常 ， 数 字 低 通 滤波 器 和 抽取 器 都 需要 建 模 ， 从 转换 器 输出 的 比特 流 输出 到 数 
字 低 通 滤波 器 和 抽取 器 中 ， 最 终 的 输出 用 于 评估 整个 转换 器 的 性 能 。 仿 真 方法 的 细 
节 如 下 : 
(a) 将 一 个 采样 正弦 波 输入 到 模拟 转换 器 中 进行 仿真 ， 并 且 对 输出 比特 流 执 
行 FFT 算法 来 评估 频谱 ， 并 检查 对 于 全 范围 输入 转换 器 是 否 稳定 。 所 需 的 信 噪 比 
通常 高 于 80dB。 所 以 进行 频谱 分 析 时 必须 使 用 一 个 旁 准 较 小 的 窗 函 数 。 而 且 运 用 
窗 函 数 执 行 较 长 时 间 的 FFT 分析， 主要 是 因为 它们 具有 较 大 的 主 狼 信号 。 
(b) 一 个 低 通 滤波 器 被 用 来 测试 信 噪 比 和 谐 波 失真 。 低 通 滤波 可 以 在 转换 器 
的 比特 流 输出 进行 ， 也 可 以 在 频 域 将 滤波 器 的 响应 乘 以 信号 的 FFT 来 实现 。 
(c) 信 品 比 的 测试 是 通过 正弦 最 小 二 次 方 的 方法 实现 的 。 
(d) 敏感 性 分 析 主 要 用 来 评估 信 噪 比 的 依赖 性 和 集成 电路 性 能 的 非 线性 。 
现在 在 正弦 最 小 二 次 方 误 差 方法 的 信 噪 比 计算 中 ， 我 们 有 : 
x(n) =Acos (2T 太 npT) (17.37) 
该 式 在 低 通 滤波 之 后 应 用 于 转换 器 电路 ， 输 出 信号 y(n) 包 含有 频率 为 /. 的 正 
弦 信 号 、 它 的 谐 波 和 噪声 。 可 以 写作 : 
y(n) =y(n) +e(n) (17. 38) 
这 里 
K 
y(n) = ao + aicos(2nf .nT + $1) + os (2 +q:) (17.39) 
均 方 根 误差 为 
ee=Ele(n)|=E|(y(n) -y(n))?| (17.40) 


运用 第 6 章 和 第 7 章 中 采用 FFT 算法 的 功率 谱 评估 方法 ， 并 结合 点 DFT 算 
法 可 以 得 到 输入 功率 为 


i 最 
Pi = Ely Cm |= wy (®) = 太 之 |DFTiy(z)1 2 (17.41) 
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频率 为 的 正弦 波 输出 功率 为 
PP ,= 友人 2 (17.42) 








这 里 谐 波 功率 为 
Kk 
P= 广 > (17.43) 
k=2 
噪声 功率 为 
P. =Pi -Po -已 -上 (17. 44 ) 
性 能 参数 计算 如 下 : 
Pe 
S/N = FP (17.45) 
5 Pow 
N+H- P.+P. CIA 


更 多 关于 Sigma - Delta 转换 器 建 模 、 功 耗 优 化 的 设计 技术 和 方法 ,读者 可 以 参 
看 文献 [33 -36] o 


17.6 案例 分 析 : 四 阶 Sigma - Delta 转换 器 设计 


从 理论 上 说 ,增加 转换 器 阶 数 和 采样 频率 都 可 以 提高 电路 性 能 。 但 是 ， 在 实际 
设计 中 ， 这 种 提高 非常 有 限 ， 主 要 是 受 限 于 两 个 因素 。 第 一 个 因素 是 高 阶 转换 器 的 
稳定 性 不 能 完全 保障 。 第 二 个 因素 是 由 于 开关 电容 电路 固有 的 非 理 想 效应 ， 这 对 使 
用 更 高 的 采样 频率 产生 了 技术 上 的 限制 。 本 节 我 们 将 对 一 个 四 阶 转换 器 [31' 了 ?进行 
完整 分 析 ， 目 的 是 重点 讨论 其 中 的 问题 以 及 性 能 评估 的 分 析 方 法 。 

这 里 分 析 的 四 阶 转 换 器 是 一 种 多 级 级 联结 构 ， 其 中 包含 有 两 个 二 阶 转换 器 ， 电 
路 如 图 17. 24 所 示 。 在 信和 号 通路 的 缩放 因子 主要 用 于 控制 信号 幅度 ， 以 免 驱 动 运 放 
输出 进入 饱和 状态 。 在 电路 中 采用 了 两 种 形式 的 缩放 : 

(a) 对 每 一 个 二 阶 转换 器 ， 添 加 增益 后 和 Pi 是 为 了 避免 积分 器 输出 到 达 饱 
和 状态 。 这 些 增 益 并 没有 作用 于 量化 器 的 数字 输出 ， 因 为 它们 等 效 于 量化 器 之 前 的 
增益 RN P, 。 然 而 ， 下 一 级 的 输入 被 缩小 了 Ki Pi 倍 ， 目 的 是 完全 消除 噪声 ， 但 这 种 
缩小 又 由 第 二 级 的 数字 增益 gi 进行 补偿 。 

(b) 第 二 种 缩放 形式 是 在 级 间 采 用 缩放 因子 用， 其 目的 在 于 调整 输入 到 第 二 
级 的 输入 信号 幅度 ， 避 免 第 二 级 电路 进入 品 声 振荡 模式 。 

考虑 到 这 两 种 缩放 因子 ， 第 二 级 输入 的 整体 增益 为 KPiJ1。 在 计算 具有 这 些 
增益 因子 的 电路 的 传输 函数 时 ， 我 们 首先 应 该 明确 的 是 它们 不 会 对 量化 器 的 数字 输 
出 产生 影响 ， 而 且 输 出 可 以 写作 : 

Yi(z) =X (2)z ?2 +E(z)(1-z-!1)? (17.47) 

没有 缩放 因子 时 的 量化 器 输入 为 


17 集成 Sigma - Delta 数据 转换 器 ， 模拟 和 数字 信号 处 理 的 拓展 及 综合 应 用 379 








图 17.24 四 阶 Sigma - Delta 转换 器 


Yi(z)=-E(zs)=X (ss 2 +E (zz)[ (l= 1)?-1] (17.48) 
这 时 信号 缩小 KPih 倍 ， 并 输入 到 第 二 级 转换 器 中 ， 这 时 第 二 级 转换 器 的 输 
出 为 
Y=giLX(z)z ?+E(z)(1-z-!)] 
-Bi ED +JEPE (ti Y=) (l= 1 
(17.49) 
这 时 最 终 的 输出 为 
Y(z)=[Y,(z) -Yi(2)](1-zs )? +Y(2)z 
=X(z)z [1 -2 (1 -giRPNh) +E(z)[1 -zz 1] (giKPh -1) - 
(giKP] -1) -(gKPh -1)z (1-z 1)2E(z) +X (2)z 4 +gE,(z)(1 —z-1)4 


(17.50) 
对 于 理想 的 噪声 抵消 ， 我 们 有 : 
81=1/KP (17. 51) 
此 时 的 输出 为 
Y(z) =X (2)z™ +g Es(z) (1 -zz 1)4 CH. 32) 


从 式 (17. 52) 中 可 以 计算 基带 噪声 。 设 和 白 噪 声 为 变量 o, ,那么 噪声 的 功率 谱 密 
度 为 


4 


B.A = (17.53) 


此 时 基带 的 噪声 已, 为 
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fs 0 ,go2 
P = 2 Fie? [2sin( wf) 1 = 站 2 (2m1 





= ro (H) 


2 / (17. 54) 
Pp, (dB) =20loe 2] + 90log [区 (17. 55) 

对 一 个 幅度 为 4 的 正 弱 信号 ， 信 噪 比 为 
S/N = [oree( 乞 ) -20kg[ 2 双 ] -9oloe( )]aB (17. 56) 


我 们 采用 之 前 讨论 过 的 仿真 方法 来 验证 这 些 结果 。 一 个 频率 为 人 /1024 的 输入 
正弦 信号 ,相对 于 量化 步 长 的 幅度 为 - 6dB , 它 的 输出 功率 谱 如 图 17. 25 所 示 。 过 采 


样 比 为 R=64,g1 =4 时 ,我 们 采用 理想 抽取 器 进行 仿真 和 理论 计算 ,动态 范围 如 图 
17. 26 所 示 。 








未 27Zdat ~ 
27 dB/decade 











le+00 le+01 le+02 le+03 le+04 


图 17.25 四 阶 转换 器 输出 功率 谱 


性 能 下 降 的 主要 原因 来 自 于 器 件 失 配 , 主要 是 由 于 gi 并 不 是 严格 的 等 于 1/ 
(JP ) 。 这 会 造成 二 阶 转换 器 噪声 泄漏 到 输出 端 。 其 他 性 能 下 降 的 原因 包括 运 
放 和 开关 所 固有 的 非 理想 效应 ， 这 些 我 们 在 第 16 章 中 进行 过 讨论 。 
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Simulated 
Calculated 





以 dB 为 单位 的 信 噪 比 








-100.00 -50.00 0.00 
以 dB 为 单位 的 输入 级 


图 17. 26 四 阶 转 换 器 动态 范围 


17.7 小 结 


本 章 主要 讨论 了 模拟 域 和 数字 域 信号 处 理 技术 在 实际 中 的 应 用 。 我 们 集合 过 采 
样 技术 、 数 字 滤 波 技术 、 开 关 电 容 技 术 、 频 谱 分 析 技 术 、FFT 算法 和 集成 电路 技 
术 ， 研 究 了 模拟 到 数字 的 转换 器 设计 技术 。 因 为 转换 器 在 同一 颗 集成 电路 芯片 上 采 
用 模拟 和 数字 技术 ， 所 以 它 从 理论 上 说 是 一 种 混合 类 型 的 电路 。 因 此 ， 对 于 转换 器 
设计 的 讨论 是 本 书 的 一 个 高 潮 同 时 也 是 一 种 总 结 ， 因 为 本 书 主要 关注 的 就 是 模拟 和 
数字 技术 ， 它 也 代表 了 一 种 信号 处 理 的 发 展 趋势 ， 即 模拟 和 数字 电路 可 以 进行 互 
补 。 本 章 最 后 引用 一 个 设计 实例 进行 总 结 ， 这 种 设计 方法 对 于 设计 高 性 能 的 新 型 处 
理 器 是 非常 有 效 和 有 价值 的 。 
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s +2s +3 


rE ee 


g(t) =L-1[ G(s)] = {1-1.5e-—0.07140-% +0. 5714e "seos( 号 让 


-0.4948e-0 “sin [用 }u) 


2.5 (a) 广义 稳定 ，(b) 不 稳定 ，(c) 不 稳定 ，(d) 不 稳定 ，(e) BIBO 稳定 ， 
(f) 不 稳定 | 
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3.1 阶 数 =11 

3.2 阶 数 =6 

3.3 阶 数 =8 
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3.4 阶 数 =4 
H(s) =s27/(L 419 x10! +5.328 x105s +41 +7. 506 x10-5s3 +2. 817 x10-?s4) 
3.5 阶 数 =22 


第 4 章 

4.1 (a)l+z 3+z 4+2 5 +2-6 rp 
RL i 
(©) Te” (h) lzl> 1 
i isina (1) — (2 一 seeoag) 


[1 - (2cosa)z-1 +2z™] 好 -2e cosBz + ea 
4.2 (a)f(n)= -8uo(n) +41( -2)* +2"}u( —n) 
4.4 fl(n)=u(n) -uu(n-9) -ul(n-4) +u(n—-13) 
4.5 (a)u(n)(b)u(n) +u(n-1)—0.1875(0.25)" -lu (n-1)(c)u(n— 
5 和 时 
4.6 (a)g(n) =3f(n) +7f(n—-1) +5g(n—-1) 
(b)g(n) =f(n) +0.2f(n-1) +g(n-1) 


-1 -1 
a Tn (hi 
1 =5z 1 -zx 





4.8 (Ca)H(z) = 下 加 在 单位 加 上 有 两 个 极点 ; 不 稳定 。 


(b) H(z) = 了 二 ,极点 位 于 单位 加 外 的 2.5615 和 1.561; 不 稳定 。 


0. 12 +0. 5z2 -0. 6z 
23 -0.3z2 -0.5z—-07’ 





(ce)H(z) = 


稳定 。 
4.9 (a) 极点 位 于 单位 圆 内 ,稳定 。(b) 极点 位 于 单位 圆 内 ， 稳 定 。 
第 5 章 
5.1 阶 数 =10， 
对 并 联 实 现 方式 : 
H(z) = —3.0188 -6.775z 3. 673 -9. 49z —0.7858 +3. 634z 
0.177-0.177z+z2 0.063-0.154z+z 0.38—0.20072z+z 


一 个 极点 为 1.201, 位 于 单位 圆 外 ; 不 
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，_=0.0203 +12.675z ， 一 0.2784 -0.0307z 
0. 011533 - 0. 147z +z2 0.732 -0.25173z + 好 
5.2 阶 数 =5 
对 级 联 实现 方式 : 


H(z) =| 0.73 (1 +z)? ]| 0. 935 (1 +z)? ][La284L+2] 
1.286z +0.685$z+1j 12.912z2 -0. 17234z +1 2.74z +1 


5.3 阶 数 =8， 


a os 
Hz) =1.486[ T0652 -37.6336 +1 | * (1472 2. 3672 #1 


x [二 (z-1) 一 -| [人 
4.984z? +0. 116z +1 1.377z +1. 142z +1 
5.4 阶 数 =6 
第 6 章 
1.5 
1. 161 +j0.231 
0. 427 +j0. 177 
-0. 143 - j0. 096 
-0. 250 - j0. 251 
-0. 064 - j0. 096 
0. 073 +j0. 177 
0. 046 +j0. 231 
0.0 
0. 046 -j0.231 
0. 073 - j0. 177 
—0.064 + j0. 096 
-0. 250 +j0. 251 
-0. 143 +j0. 096 
0. 427 - j0. 177 
1. 161 -j0.231 


6.1 (a) [F(k)]=4.0 
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(b) [F(k)] =4.0 


(c)[F(Ek)]=4.0 


1.5 
0. 658 — j0. 984 
-0.177 -j0. 427 
0. 169 + j0. 034 
0. 250 ~ j0. 250 
-0:022 —j0. 113 
0. 177 + j0. 073 
0. 196 +j0. 131 
0.0 
0. 196 +j0. 131 
0. 177 ~ j0. 073 
-0.022 +j0. 113 
0. 250 +j0. 250 
0. 169 - j0. 034 
-0.177 +j0. 427 
0. 658 + j0. 984 
1.5 
-0. 658 —j0. 984 
=0. 177 寺 j0.427 
-0. 169 +j0. 034 
0. 250 + j0. 250 
0. 022 +j0. 113 


0. 177 -j0. 073 
-0. 196 -j0.131 
0.0 


-0.196+j0.131 
0. 177 +j0. 073 
0. 022 + j0. 113 
0. 250 ~ j0. 250 
-0. 169 -j0. 034 
-0.177 -j0. 427 
-0.658 +j0. 984 
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F(0) 
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第 7 章 

人 1 P(f, 2 = ao —- (f+1)’/2], Mean = -1, Autocorrelation =2 

E 二 —2a <i<0 

7.5 Rr(b) = et 

第 8 章 

8.1 (a) 1.0168 x10-5，(b) 2.542x10- 

第 15 章 


15. 1 等 效 终端 为 0.5， 采 用 偏 移 不 敏感 电路 





15.2 阶 数 =11 
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2 ca 
1 0. 673 0.5 
p 0. 164 一 
3 0. 689 一 
4 0. 175 一 
5 0. 678 一 
6 0. 182 一 
轩 0. 653 
8 0. 1865 
9 0.611 = 
10 0. 192 
11 0. 511 0.5 

15.3 ” 阶 数 =3 


以 式 (15.67) 给 出 的 顺序 ， 并 且 第 一 个 电容 取 单 位 1， 其 余 的 电容 值 为 
组 成 模块 1: 1. 0000 ，1. 2725 ，1. 0000 ，0. 76024 ，1. 0000 
组 成 模块 2; 1. 2866 ，1. 0000 ，1. 28164 

组 成 模块 3: 1. 0000 ，1. 2725 ，0. 76024 ，1. 0000 

15.4 阶 数 =4 

参考 图 15. 28 ~ 图 15.29 以 及 式 (15.69) ~ 式 (15.75) 
Hi (z) 

第 1 部 分 

a0 =0. 000000 al = -0.000000 a2 =0.000000 

b=1 bl= -0.000000 462= -1.000000 

H, (z) 

第 2 部 分 

a0 =1.000000 al = -8589934592.000000 a2 = -1.000002 
b0=1 plL= -2.000000 6b2 =1.000000 

第 1 部 分 

F=0.0 

E =2. 000000 

C =2. 000000 

I =0. 000000 

H=0. 000000 

J =0. 000000 

C =0. 000000 
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第 2 部 分 

E=0.0 

F =0. 000000 

C =0. 000000 

T=1. 000002 

H=8589934589. 999998 

J =8589934590. 999998 

G =0. 000000 

15.5 阶 数 =3 

参考 图 15. 28 和 图 15. 29 以 及 式 (15.69) ~ 式 (15.75) 
H(z): 

a0 =1. 099004 al =2.145666 a2 =1.099004 
b0=1 bl=1.680843 4b2=1.662832 

H, (z) 

a0 =3.347499 al =3.347499 a2 =000000 
10 =1 bl=5.694998 6b2 =0.000000 

二 阶 部 分 

E=0.0 

F =0. 662832 

C =4.343674 

T=1.099004 

H=0. 000000 

J =1.099004 

G =4.343674 

线性 区 类 型 4 

C2 =1. 175593 

C1 =0. 587796 

C3 =0. 587796 
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